
1Deuxième 
oursIntégration numérique2.1 Introdu
tionPour 
al
uler une intégrale, la méthode générale est de déterminer uneprimitive de la fon
tion sous l'intégrale que l'on prend entre les bornesd'intégration. Ainsi,
∫ β

α

xdx =

[

x2

2

]β

α

=
β2

2
−

α2

2
,

∫ β

α

sin(x)dx = [− cos(x)]βα = − cos(β) + cos(α).Ce
i permet d'avoir une expression valable quelles que soient les bornes.Cependant on ne peut 
onnaître les primitives que dans 
ertains 
as. Deplus les bornes sont généralement �xées, on ne s'intéresse qu'à des intégralesdé�nies. C'est le 
as, par exemple lorsque l'intégration est utilisée pourdéterminer une aire ou un volume par des intégrales multiples.On peut 
al
uler exa
tement une intégrale. Par exemple l'intégrale deRiemann est dé�nie 
omme une limite de somme, la fon
tion f étant de 
lasse
C0 par mor
eaux. L'intervalle [a, b] de longueur L = b− a est partitionné en
n divisions, de longueur h = (b − a)/n, et on dé�nit les points équidistants
xk = a+kh pour 0 ≤ k ≤ n. Évidemment on a x0 = a et xn = b. Le nombre
h est appelé le pas dans tout 
e 
hapitre.

I =

∫ b

a

f(x)dx = lim
h→0+

h
n−1
∑

k=0

f(xk).C'est numériquement illusoire. Aussi travaille-t-on ave
 des sommes�nies.2.2 Sommes de RiemannProposition 1 (Formule de la moyenne) f étant de 
lasse C0 sur [a, b],
∃x∗ ∈ [a, b] tel que

∫ b

a

f(x)dx = f(x∗)(b − a). �Cette formule nous assure qu'il existe un point permettant une évaluationnumérique exa
te de l'intégrale. Il n'est 
ependant pas aisé d'obtenir 
epoint. La Figure ?? illustre 
ette proposition.



2Ne pouvant pas fa
ilement obtenir la valeur exa
te, nous allons plut�tessayer d'obtenir un en
adrement pour l'intégrale. En supposant que f estde 
lasse C0 sur un intervalle,
∃fm, fM | ∀x, fm ≤ f(x) ≤ fM .En parti
ulier

fm ≤ f(x∗) ≤ fMd'où, si L = b − a,
fm · L ≤ I ≤ fM · L,en utilisant la formule de la moyenne.Cet en
adrement peut être fait sur 
haque sous-intervalle. On note

f (k)
m = min

[xk,xk+1[
f(x)

f
(k)
M = max

[xk,xk+1[
f(x),on a

f (k)
m ≤ f(x) ≤ f

(k)
M , x ∈ [xk, xk+1[.Les sommes de Riemann inférieure et supérieure (Figure ??) asso
iées àla subdivision en N sous-intervalles de l'intervalle d'intégration sont

I(N)
m = h

N−1
∑

k=0

f (k)
m

I
(N)
M = h

N−1
∑

k=0

f
(k)
M ,et on a

I(N)
m ≤ I ≤ I

(N)
M .Lorsque la longueur des sous-intervalles tend vers 0 les bornes tendentvers la valeur de l'intégrale. Cette méthode est intéressante par
e qu'ellepermet d'avoir un en
adrement de l'intégrale. Cependant il faut trouver leminimum et le maximum de la fon
tion pour 
haque sous-intervalle, 
'estdon
 une méthode très 
oûteuse en temps de 
al
ul.2.3 Méthodes élémentaires de quadrature numériqueLes méthodes d'intégration numérique (ou méthodes de quadrature) perme-ttent d'avoir une approximation de l'intégrale ave
 quelques évaluations defon
tion seulement.



3Pour évaluer les méthodes de quadrature numérique il est utile d'introduirela notion d'ordre. Soit Pn l'espa
e ve
toriel des fon
tions polyn�mes sur Rà 
oe�
ients réels et de degré inférieur ou égal à n. On dé�nit l'ordre d'uneméthode d'intégration numérique par :Dé�nition Une règle d'intégration numérique est dite d'ordre n lorsqu'elleest exa
te pour tout f ∈ Pn. �2.3.1 Méthode des re
tangles à gau
heL'approximation est simplement̃
I
(g)
h = h

n−1
∑

k=0

fk. (2.3.1)Cette méthode est illustrée à la Figure ??.2.3.2 Méthode des re
tangles à droiteDans 
e 
as
Ĩ
(d)
h = h

n
∑

k=1

fk. (2.3.2)Les approximations obtenues par les m�©thodes des re
tangles ne sontdes bornes de la valeur de l'intégrale que si la fon
tion est monotone. Cesméthodes ne sont exa
tes que lorsque la fon
tion f est 
onstante (éventuelle-ment par mor
eaux), i.e. si 
'est un polyn�me d'ordre 0, dans P0. Ce sont desméthodes d'ordre 0. Ces approximations 
onvergent vers l'intégrale lorsque
h → 0+.2.3.3 Point milieuDans 
e 
as du point milieu, le point donnant la hauteur du re
tangle estl'image du milieu de l'intervalle

Ĩ
(m)
h = h

n−1
∑

k=0

f

(

xk + xk+1

2

)

. (2.3.3)Cette méthode est exa
te pour des fon
tions linéaires, 
'est-à-dire despolyn�mes de degré 1, dans P1. C'est une méthode d'ordre 1. La Figure ??illustre 
ette méthode.



42.3.4 Méthode des trapèzesPour 
ette méthode il faut prendre les deux points de la 
ourbe, à 
haqueextrémité de l'intervalle, et l'intégrale sur un intervalle est approximée parl'aire du trapèze passant par 
es points:
Ĩ
(t)
h =

h

2

n−1
∑

k=0

(f(xk) + f(xk+1)) .Cette méthode est dépeinte à la Figure ??. Dans 
ette somme il estpossible de rassembler f(xk+1), le point à droite d'un intervalle et f(xk+1)le point à gau
he de l'intervalle suivant, puisqu'ils sont égaux, 
ela donne laformule de quadrature du trapèze dite 
omposite (voir Paragraphe 2.4.5) :
Ĩ
(t)
h =

h

2
(f0 + fn) + h

n−1
∑

k=1

f(xk). (2.3.4)Au �nal 
ette méthode ressemble assez aux méthodes des re
tanglespuisqu'elle ne s'en distingue que pour le premier et le dernier point. Elleest néanmoins plus e�
a
e, et 
'est en parti
ulier une méthode d'ordre un.2.4 Intégration numérique de Lagrange et de Newton-Cotes2.4.1 Polyn�mes de LagrangeSoient [a, b] un intervalle fermé, borné de R et f une fon
tion réelle dé�niesur [a, b]. Considérons (n+1) points distin
ts (x0, x1, . . . , xn) de [a, b] (Figure??), observons que 
ela n'interdit pas que x0 = a et/ou xn = b, alorsThéorème Il existe un polyn�me Pn et un seul, de degré ≤ n, tel que
Pn(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n. (2.4.1)Ce polyn�me Pn (relatif à l'ensemble (x0, x1, . . . , xn) et à f) est appelépolyn�me de Lagrange et il est donné par

Pn(x) =
n

∑

i=0

f(xi)Li(x) (2.4.2)ave
, pour i = 0, 1, . . . , n,
Li(x) =

(x − x0)(x − x1) . . . (x − xi−1)(x − xi+1) . . . (x − xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
. �(2.4.3)



5Remarque : Si on pose
Πn+1(x) =

n
∏

i=0

(x − xi), (2.4.4)un 
al
ul élémentaire montre que Π′
n+1(xi) = (xi − x0)(xi − x1) . . . (xi −

xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn) dès lors
Li(x) =

Πn+1(x)

(x − xi)Π
′
n+1(xi)

, x 6= xi. � (2.4.5)2.4.2 Exer
i
esSoit f(x) = x, 
onstruire le polyn�me de Lagrange passant par les points
(a, f(a) = a) et (b, f(b) = b). Véri�er que

P1(x) = a
x − b

a − b
+ b

x − a

b − a
= x. (2.4.6)On véri�e évidemment que P1(a) = a et P1(b) = b, aussi que le polyn�mede Lagrange P1(x) est de degré un 
omme prévu par le théorème, mais aussique P1(x) = f(x) = x.Soit f(x) = x2, 
onsidérer les deux points a et b et 
ontruire le polyn�mede Lagrange de degré deux passant par les points (a, a2) et (b, b2). Véri�erque

Q1(x) = a2 x − b

a − b
+ b2 x − a

b − a
= (a + b)x − ab. (2.4.7)On voit que Q1(a) = a2 et Q1(b) = b2 mais aussi que le polyn�me deLagrange Q1(x) est de degré un 
omme attendu.2.4.3 Cas parti
ulier des points équidistantsOn suppose maintenant que les points xi sont de la forme xi = x0 + ihpour i = 0, 1, . . . , n. Introduisons une nouvelle variable réelle s telle que

x = x0 +sh. Considérons toujours le polyn�me Pn de degré inférieur ou égalà n qui interpole la fon
tion f aux points x0, x1, . . . , xn pour n > 0. Li(x)s'é
rit (voir (2.4.3))
Li(x) =

n
∏

j=0, j 6=i

x − xj

xi − xj

.Posons Pn(s) = Pn(x0 + sh), le polyn�me d'interpolation de Lagrange seréé
rit
Pn(s) =

n
∑

i=0

f(xi)li(s),



6ave
 la réé
riture de Li(x) en la variable s

li(s) =

n
∏

j=0, j 6=i

s − j

i − j
. (2.4.8)2.4.4 Règles simples de LagrangeSoit R l'ensemble des fon
tions intégrables au sens de Riemann sur [a, b].On suppose dans la suite que la fon
tion f dont on veut estimer l'intégralesur [a, b] appartient à R. Les règles d'intégration numérique de Lagrange etde Newton-Cotes utilisent l'interpolation de Lagrange.Règles de Lagrange On obtient une règle L d'intégration numérique sim-ple en intégrant sur [a, b] le polyn�me de Lagrange qui interpole f aux points

{x0, x1, . . . , xn}. Dans la dé�nition de la règle de Lagrange simple L qui suit,le dernier paramètre est �xé à 1. On verra au Paragraphe 2.4.5, traitant dela règle 
omposite, que 
e dernier paramètre sera di�érent de 1. Partant de(2.4.2) on dé�nit
L(f, a, b, n, 1) =

∫ b

a

Pn(x)dx =

n
∑

i=0

Cif(xi), (2.4.9)ave

Ci =

∫ b

a

Li(x)dx. (2.4.10)Les premiers paramètres sont évidents. Le quatrième indique que l'oninterpole f en n + 1 points de [a, b]. Le 
inquième indique que l'on travailleave
 des méthodes simples, par opposition aux règles 
ompsées.La relations (2.4.4) et (2.4.9) impliquent
L(1, a, b, n, 1) =

∫ b

a

dx = b − a =

n
∑

i=0

Ci. (2.4.11)
e qui donne un 
ritère sur les Ci assurant l'intégration numérique exa
tedes 
onstantes (
'est le moins que l'on puisse exiger !).Règles simples de Newton-Cotes Ces règles sont les règles de Lagrangeoù les points xi sont équidistants dans [a, b]. On a xi = a + hi, 0 ≤ i ≤ n,ave
 h = (b− a)/n (soit x0 = a et xn = b). On note don
 
es méthodes ave
les mêmes arguments que pour Lagrange
NC(f, a, b, n, 1) =

n
∑

i=0

Cif(xi), (2.4.12)ave
 Ci =
∫ b

a
Li(x)dx.



7Soit (2.4.5), faisons le 
hangement de variable du Paragraphe 2.4.3, 
omme
dx = h.ds il vient

Ci =

∫ b

a

Πn+1(x)

(x − xi)Π′
n+1(xi)

dx = h

∫ n

0
li(s)ds, (2.4.13)ave


li(s) =

n
∏

j=0, j 6=i

s − j

i − j
.Exemples de méthodes simples de Newton-C�tes

• Exemple 1 : Formule simple du re
tangle à gau
he. Soit n = 0, x0 = a,
h = b − a, la formule (2.4.12) s'é
rit NC(f, a, b, 0, 1) = C0f(a) ave

C0 =

∫ b

a
L0(x)dx. Comme L0(x) ≡ 1 on a C0 = b − a = h et don


NC(f, a, b, 0, 1) = hf(a). (2.4.14)C'est la formule simple du re
tangle à gau
he (voir la Figure ??).
• Exemple 2 : Formules simples du re
tangle à droite et du point milieu.Toujours ave
 n = 0 et h = b−a, pour la méthode du re
tangle à droite(resp. du point milieu) on prend x0 = b (resp. x0 = (b + a)/2) et alors

NC(f, a, b, 0, 1) = hf(b) (resp. NC(f, a, b, 0, 1) = hf((b + a)/2)). Laméthode du re
tangle à droite est d'ordre 0, mais 
elle du point milieuest d'ordre un 
ar pour f(x) = x, NC(f, a, b, 0, 1) = hf((b + a)/2) =

(b2 − a2)/2 =
∫ b

a
xdx.

• Exemple 3 : Formule simple du trapèze. Soit n = 1 et h = (b− a) on a
C0 = −h

∫ 1

0
(s − 1)ds =

h

2
,

C1 = h

∫ 1

0
sds =

h

2
.D'où, en notant par fi les f(xi) pour 0 ≤ i ≤ 1, la formule simple dutrapèze

NC(f, a, b, 1, 1) =
h

2
(f0 + f1). (2.4.15)On véri�e bien (voir (2.4.11)) que C0 + C1 = h = b − a.

• Exemple 4 : Formule simple de Simpson. Soit n = 2 et h = (b − a)/2on a
C0 = h

1

2

∫ 2

0
(s − 1)(s − 2)ds = h

1

3
,
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C1 = −h

∫ 2

0
s(s − 2)ds = h

4

3
,

C2 = h
1

2

∫ 2

0
s(s − 1)ds = h

1

3
.D'où, en notant par fi les f(xi) pour 0 ≤ i ≤ 2, la formule simple deSimpson

NC(f, a, b, 2, 1) =
h

3
(f0 + 4f1 + f2). (2.4.16)I
i en
ore on véri�e que C0 + C1 + C2 = 2h = b − a.2.4.5 Règle itérée ou 
ompositeDé�nition Soit R(f, a, b, n, 1) une règle simple à n points, on appelle règle à

n points itérée N fois la fon
tionnelle linéaire qui à f ∈ R fait 
orrespondrele nombre réel
R(f, a, b, n,N) =

N
∑

j=1

R(f, aj−1, aj , n, 1) (2.4.17)où aj = a + b−a
N

j. �On 
omprend pourquoi, dans la règle simple, le 
inquième argument dela règle simple est posé à un.Le nombre (b−a)/N joue le r�le de pas de la méthode. On peut prendre,si né
essaire, N (resp. h) aussi grand (resp. petit) que l'on veut. Par
ontre le nombre n de points dans 
haque sous-intervalle [aj−1, aj ] est �xéindépendamment de j. Évidemment on a a0 = a et aN = b.Exemple Soit la règle simple (2.4.14) du re
tangle à gau
he : NC(f, a, b, 0, 1) =
hf(a). D'après la formule (2.4.17) on a :

NC(f, a, b, 0,N) =

N
∑

j=1

NC(f, aj−1, aj , 0, 1)soit
NC(f, a, b, 0, N) = hf(a) + hf(a1) + · · · + hf(aN−1) = h

N−1
∑

j=0

f(aj).On retrouve la formule (2.3.1) dont on véri�e ainsi qu'elle est une formulede Newton-Cotes itérée.Remarque On véri�e (exer
i
e) de même que les méthodes des re
tanglesà droite (voir (2.3.2)), du point milieu (voir (2.3.3)) et la méthode du trapèze(2.3.4) sont des formules de Newton-Cotes itérées. �Remarque Ce passage de la règle simple à la règle itérée permet de mieux
omprendre 
omment �s'organisent� les poids dans les méthodes élémentairesd'intégration numérique. �



92.5 Mais en
ore...Pour faire un 
hoix dans les méthodes proposées on dé�nit l'erreur de laméthode, en fon
tion de son pas, 
omme étant la di�éren
e entre ∫ b

a
f(x)dxet la formule d'intégration numérique. L'erreur 
ommise par les méthodespré
édentes est analysée dans le livre en référen
e.Les méthodes de Newton-C�tes exposées dans 
es notes sont fondées surl'interpolation de Lagrange. Une autre grande 
atégorie de méthodes est
elle dite des méthodes de Gauss. Elles utilisent l'interpolation polynomialede Hermite et la théorie des polyn�mes orthogonaux. Ces méthodes sontaussi exposées dans le bouquin.Ces méthodes ne préjugent pas des autres méthodes possibles, par exem-ple des méthodes où les points xi sont des valeurs assignées où la fon
tion

f est 
onnue en 
es points par une expérien
e physique quel
onque. No-tons en�n que nous n'abordons pas l'intégration numérique des intégralesmultiples. L'intégration numérique est un vaste sujet !


