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1Résolution des systèmes linéaires Ax = b par desméthodes numériques itératives.Nous avons déjà signalé que le domaine d'appli
ation privilégié de 
esméthodes est, essentiellement, 
elui de la résolution des systèmes linéaires àmatri
e 
reuse ou, au moins, possédant une stru
ture (tridiagonale, pentadi-agonale, stru
ture bande, tridiagonale par blo
s, et
.). Généralement 
e typede matri
e est obtenu par dis
rétisation des équations aux dérivées partiellesqui fournit usuellement les trois types de matri
es suivantes :
• symétriques dé�nies positives,
• stri
tement diagonalement dominantes,
• irrédu
tibles (voir livre pour 
ette notion, dans 
e mini-
ours on faittoujours référen
e à 1) et diagonalement dominantes.1.1 GénéralitésConstru
tion et 
onvergen
e des méthodes itératives Il s'agit tou-jours de résoudre

Ax = b (1.1.1)où A ∈ C
n,n est inversible et b ∈ C

n. Résoudre (1.1.1) par une méthodeitérative, 
'est 
onstruire une suite de ve
teurs x(m) telle que x(m)−−−−→m→∞x où
x est solution de (1.1.1).Dans tout 
e 
ours, la suite x(m) est dé�nie, de façon générale, par les
héma itératif

x(m+1) = Bx(m) + c, (1.1.2)où la matri
e B est 
onstruite à partir de la matri
e A, la matri
e B et leve
teur c sont indépendants de l'indi
e m de l'itération. La matri
e B estappelée matri
e d'itération. Pour que la limite de la suite soit égale à x ilfaut que
c = (I − B)x = (I − B)A−1b (1.1.3)
ette 
ondition doit être véri�ée pour toute 
onstru
tion de la matri
e B.Dé�nition 1.1.1. La méthode itérative (1.1.2) est dite 
onvergente si etseulement si, pour tout x(0) ∈ C

n, x(m) → x lorsque m → ∞.Donnons immédiatement des 
ritères de 
onvergen
e pour une méthodeitérative. Ces 
ritères s'appuient sur le théorème 
i-après (voir livre ) :1M. Ghil, J. Roux Mathématiques appliquées aux S
ien
es de la Vie et de la Planète,Dunod, Paris, 2010.



2Théorème 1.1.1. Soit A une matri
e 
arrée donnée, les quatre 
onditionssuivantes sont équivalentes :
• (a) Ak−−−→

k→∞
0,

• (b) Akx−−−→
k→∞

0, 
e
i pour tout x,
• (
) ρ(A) < 1, (on rappelle que ρ(A) est le rayon spe
tral de A),
• (d) Il existe (au moins) une norme matri
ielle ‖.‖ telle que ‖A‖ < 1.Alors, pour une méthode itérative, on en déduit les 
ritères de 
onver-gen
e suivants :Théorème 1.1.2. Les trois propositions suivantes sont équivalentes
• (1) La méthode est 
onvergente.
• (2) ρ(B) < 1.
• (3) Il existe une norme matri
ielle ‖.‖ telle que ‖B‖ < 1.Preuve : Soit x = A−1b, on pose ǫ(m) = x(m) − x, m = 0, 1, · · · . Onremarque, en passant à la limite dans (1.1.2), que x est solution de

x = Bx + c.Par soustra
tion, d'après (1.1.2), il vient don
, pour m = 0, 1, · · ·

ǫ(m+1) = Bǫ(m),soit
ǫ(m) = Bmǫ(0) (1.1.4)Pour que ǫ(m) → 0 lorsque m → ∞, quel que soit ǫ(0) ∈ C

n, il faut et ilsu�t que limm→∞ Bm = 0. Les équivalen
es du Théorème 1.1.2 se déduisentalors du Théorème 1.1.1. �La question est maintenant de 
onstruire simplement la matri
e d'itération
B et le ve
teur c asso
ié donné par (1.1.3).Nous verrons que toutes les méthodes qui seront exhibées entrent dansle 
adre de la dé�nition suivanteDé�nition 1.1.2. Soit A ∈ C

n,n, on appelle dé
omposition de A toutemanière d'é
rire A sous la forme A = M − N , M ∈ C
n,n et N ∈ C

n,n,où la matri
e M est régulière.



3À une dé
omposition 
hoisie M−N de la matri
e A on asso
ie la méthodeitérative
Mx(m+1) = Nx(m) + b (1.1.5)qui est bien de la forme (1.1.2), (1.1.3) ave
 B = M−1N et

c = M−1b = M−1AA−1b = M−1(M − N)A−1b = (I − B)A−1b.La formule (1.1.5) fournit don
 une méthode qui 
onvient.L'étude des méthodes itératives se ramène à l'étude des deux problèmessuivants
• 1. Étant donné une méthode itérative de matri
e d'itération B, déter-miner si la méthode est 
onvergente, 
'est-à-dire examiner si ρ(B) < 1ou, de façon équivalente, exhiber une norme matri
ielle ‖.‖ telle que

‖B‖ < 1.
• 2. Étant donné deux méthodes itératives 
onvergentes, de matri
esd'itération B1 et B2, les 
omparer. On admet (voir livre pour lesjusti�
ations) que la méthode la plus rapide sera 
elle dont la matri
ed'itération aura le plus petit rayon spe
tral.1.2 Les méthodes itératives de Ja
obi, Gauss-Seidelet de relaxation su

essiveIl y a deux types de méthodes itératives, les méthodes pon
tuelles et lesméthodes par blo
s inspirées des premières.Après avoir introduit les deux méthodes de Ja
obi et de Gauss-Seidel, ongénéralisera Gauss-Seidel pour obtenir les méthodes de relaxation.Ces méthodes itératives ont en 
ommun que 
haque itération né
essite unnombre d'op.él. du même ordre de grandeur que 
elui né
essaire au produitd'un ve
teur par une matri
e (i.e. environ n2 op.él. par itération). Il fauti
i insister sur le fait que n peut être très grand, quelquefois de l'ordre dumillion (ou plus), et on a grand intérêt à avoir des méthodes qui 
onvergentvite, ou au moins à utiliser la méthode la plus rapide possible.Les méthodes pon
tuelles Soit A = (aij) une matri
e 
omplexe d'ordre

n. On pose
D = diag(aii), E = (eij) où eij =

{

0 si j ≥ i
−aij si j < i

, (1.2.1)
F = (fij) où fij =

{

−aij si j > i
0 si j ≤ i

. (1.2.2)
e que l'on peut s
hématiser ainsi (Figure 1.1).



4
DA=

−E

−F

Figure 1.1:On a don

A = D − E − F.Hypothèse fondamentale On a supposé A inversible. On suppose de plusque aii 6= 0, 1 ≤ i ≤ n ; de sorte que D est inversible et D−1 = diag(1/aii).

� Dans le 
adre de la dis
rétisation des équations aux dérivées partielles(EDP) par di�éren
es �nies ou éléments �nis, l'hypothèse 
i-dessus est véri-�ée dans les bons 
as où on peut exhiber des théorèmes d'existen
e etd'uni
ité de la solution de l'EDP. De 
e point de vue 
e n'est pas une hy-pothèse restri
tive.Nous allons 
onsidérer trois exemples de dé
omposition de A faisant in-tervenir les matri
es D, E et F dans la dé�nition des matri
es M et Nintervenant dans la méthode itérative générale (1.1.5).La méthode de Ja
obiOn utilise la dé
omposition M = D et N = E + F = D − A. On a bien
A = M − N ave
 M inversible. La matri
e d'itération asso
iée est alors

B = M−1N = D−1(E + F ) = D−1(D − A) = I − D−1A,et
c = M−1b = D−1b = (D−1A)(A−1b) = (I − B)A−1b;on retrouve la 
ondition né
essaire (1.1.3) sur le ve
teur c. Dans toute lasuite on notera par B la matri
e d'itération de la méthode de Ja
obi.La méthode (1.1.5) est alors appelée la méthode itérative de Ja
obi, elles'é
rit

Dx(m+1) = (E + F )x(m) + b, x(0) ∈ C
n donné ; (1.2.3)ou en
ore

aiix
(m+1)
i = −

n
∑

j = 1
j 6= i

aijx
(m)
j + bi, 1 ≤ i ≤ n, (1.2.4)soit, puisque, par hypothèse, aii 6= 0, 1 ≤ i ≤ n :

x
(m+1)
i =

1

aii



−
n

∑

j=1,j 6=i

aijx
(m)
j + bi



 , 1 ≤ i ≤ n. (1.2.5)



5La méthode utilise 2n mémoires pour sto
ker toutes les 
omposantes desdeux ve
teurs itérés su

essifs x(m) et x(m+1).La méthode de Gauss-SeidelIntuitivement, il semble que la 
onvergen
e de la méthode pré
édente seraaméliorée si pour 
al
uler x
(m+1)
i on utilise les (i−1) premières 
omposantesde x(m+1) déjà 
al
ulées (
e que l'on appelle les 
omposantes a
tualisées) aulieu d'utiliser les (i − 1) premières 
omposantes de x(m). On montre (voirlivre pour plus d'informations) que, pour une large 
lasse de matri
es, 
etteamélioration de la 
onvergen
e est théoriquement justi�ée. Par exemple(théorème 1.3.6), lorsque la matri
e A est tridiagonale par blo
s et dé�niepositive, les méthodes par blo
s de Ja
obi et de Gauss-Seidel 
onvergentsimultanèment et ρ(L1) = (ρ(B))2. La méthode de Gauss-Seidel 
onvergeplus vite que Ja
obi (en un 
ertain sens deux fois plus vite (voir livre)).Les relations (1.2.4) sont don
 modi�ées 
omme suit

aiix
(m+1)
i = −

i−1
∑

j=1

aijx
(m+1)
j −

n
∑

j=i+1

aijx
(m)
j + bi, 1 ≤ i ≤ n, (1.2.6)en faisant la 
onvention ∑q

p = 0 si p > q.Sous forme matri
ielle 
ela s'é
rit
(D − E)x(m+1) = Fx(m) + b, (1.2.7)
e qui 
orrespond à la dé
omposition M = D − E et N = F (on a bien

A = D−E−F = M −N). La matri
e M est bien inversible 
ar (D−E) estinversible puisqu'elle est triangulaire inférieure ave
 des éléments diagonaux
aii 6= 0 (D est supposée inversible).C'est la méthode pon
tuelle dite de Gauss-Seidel dite aussi des dépla
e-ments su

essifs.La matri
e d'itération L1 = (D−E)−1F est appelée la matri
e de Gauss-Seidel asso
iée à A. En posant L = D−1E et U = D−1F on a

L1 = (I − L)−1U. (1.2.8)N.B. : On verra 
i-après la raison de la notation L1. �Remarque 1.2.1. Cette méthode n'exige que n mémoires pour 
onserverles 
omposantes des deux ve
teurs itérés su

essifs, la iieme 
omposante de
x(m+1) venant �é
raser�, dès qu'elle est 
al
ulée, la iieme 
omposante de x(m)devenue inutile.Remarque 1.2.2. L'examen des formules (1.2.4) et (1.2.6), dé�nissant lesméthodes itératives de Ja
obi et de Gauss-Seidel, montre que 
es méthodessont très fa
iles à programmer.



6La méthode de relaxation su

essiveSupposons qu'à partir du ve
teur x(m) on ait 
al
ulé, par une méthodequi reste à dé�nir, les (i − 1) premières 
omposantes de x(m+1). On 
al
ulealors le nombre x̃
(m+1)
i 
omme par la méthode de Gauss-Seidel, 
'est-à-direque

aiix̃
(m+1)
i = −

i−1
∑

j=1

aijx
(m+1)
j −

n
∑

j=i+1

aijx
(m)
j + bi, 1 ≤ i ≤ n, (1.2.9)la iieme 
omposante de x(m+1) est alors donnée par

x
(m+1)
i = x

(m)
i + ω(x̃

(m+1)
i − x

(m)
i ) (1.2.10)où ω ∈ R, ω 6= 0. Le nombre x

(m+1)
i est don
 une moyenne pondéréede l'an
ienne 
omposante x

(m)
i et du nombre auxiliaire x̃

(m+1)
i . Si ω = 1,

x
(m+1)
i = x̃

(m+1)
i ave
 x̃

(m+1)
i 
al
ulé, à partir des 
omposantes de x(m), parGauss-Seidel. L'idée est don
 de faire mieux que Gauss-Seidel, sa
hant quel'on retrouve 
ette méthode pour ω = 1. On espère trouver un ω appartenantà un intervalle de 
on�an
e, en
adrant la valeur 1, où la méthode 
onverge.En 
ombinant les formules (1.2.9) et (1.2.10) on obtient, en multipliant(1.2.10) par aii (par hypothèse aii 6= 0), pour i = 1, 2, · · ·

aiix
(m+1)
i = aiix

(m)
i + ω







−
i−1
∑

j=1

aijx
(m+1)
j −

n
∑

j=i+1

aijx
(m)
j + bi − aiix

(m)
i







,(1.2.11)relation qui donne dire
tement x
(m+1)
i en fon
tion des (i−1) premières 
om-posantes de x(m+1) déjà 
al
ulées, et des (n − i + 1) dernières 
omposantesde x(m).Remarque 1.2.3. La phrase introdu
tive à 
ette méthode est maintenanté
lair
ie !Remarque 1.2.4. On fait la même observation que pour Gauss-Seidel pourl'en
ombrement mémoire.En notation matri
ielle on exprime (1.2.11) par

(D − ωE)x(m+1) = ((1 − ω)D + ωF )x(m) + ωb, (1.2.12)la matri
e (D−ωE) est inversible pour tout ω 
ar aii 6= 0 et (1.2.12) 
orres-pond à la dé
omposition
M =

1

ω
(D − ωE) et N =

1

ω
((1 − ω)D + ωF ) . (1.2.13)



7On véri�e que
M − N =

D

ω
− E − 1 − ω

ω
D − F = D − E − F = A.On a ainsi dé�ni la méthode de relaxation su

essive asso
iée à A. On a

Lω = M−1N = (D − ωE)−1 ((1 − ω)D + ωF ) , (1.2.14)en posant L = D−1E et U = D−1F , il vient
Lω = (I − ωL)−1 ((1 − ω)I + ωU) . (1.2.15)Le paramètre ω est le paramètre de relaxation. Si ω > 1 (resp. ω < 1)on dit qu'il y a sur-relaxation (resp. sous-relaxation). Si ω = 1 on a déjàfait remarquer que l'on retrouve la méthode de Gauss-Seidel, 
e qui justi�ela notation L1 utilisée à son sujet.Pour 
ette méthode il s'agit de trouver

• Un intervalle de 
on�an
e [ωm, ωM ] (
ontenant le nombre 1) tel que
ρ(Lω) < 1 pour ωm < ω < ωM .

• Dans 
et intervalle, s'il est non vide, un paramètre optimal ωopt, s'ilexiste, tel que
ρ(Lωopt

) = inf {ρ(Lω); ωm < ω < ωM} ,en espérant que ρ(Lωopt
) < ρ(L1).On prouve (voir livre)Corollaire 1.2.1. Pour toute matri
e A, une 
ondition né
essaire de 
on-vergen
e de la méthode de relaxation su

essive est que 0 < ω < 2.Les méthodes par blo
s Il est naturel, étant donné la stru
ture usuelledes matri
es de dis
rétisation obtenues par di�éren
es �nies ou par éléments�nis, d'envisager des méthodes par blo
s. On 
onsidère don
 une partitionde l'ensemble {1, 2, . . . , n} en s parties par

{1, . . . , n1}, {n1+1, . . . , n1+n2}, . . . , {n1+· · ·+ns−1+1, . . . , n1+n2+· · ·+ns}.La partition 
orrespondante en blo
s de la matri
e A (voir livre pour plusde détails) se présente sous la forme
A =

A11 A12 · · · A1s

A21 A22 · · · A2s... ... ...
As1 As2 · · · Ass

,où Aij ∈ C
ni,nj , pour 1 ≤ i, j ≤ s.Les blo
s diagonaux sont né
essairement des matri
es 
arrées Aii ∈ C

ni,nipour 1 ≤ i ≤ s et on peut parler de leur inversibilité. On dé�nit
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• la matri
e D ∈ C

n,n, matri
e blo
-diagonale, D = diag(Aii),
• la matri
e E ∈ C

n,n, matri
e blo
-triangulaire inférieure, telle que
−E =

0 0 0

A2,1
. . . 0 0... . . . . . .

As,1 · · · As,s−1 0

,

• la matri
e F ∈ C
n,n, matri
e blo
-triangulaire supérieure, telle que

−F =

0 A1,2 · · · A1,s

0
. . .... . . . . . . As−1,s

0 0 0

.On a bien entendu A = D − E − F .Hypothèse fondamentale : On suppose que la matri
e blo
 D est régulière,
e qui est équivalent à supposer que toutes les matri
es blo
s Aii, 1 ≤ i ≤ s,sont régulières. �On dé�nit les méthodes de Ja
obi, Gauss-Seidel et de relaxation su

es-sive par blo
s 
omme pré
édemment, les matri
es D, E et F n'étant pas,évidemment, les mêmes (elles ne sont identiques que si l'on prend la partition
{1, 2, · · · , n} = {1} ∪ {2} ∪ · · · ∪ {n} !).Par exemple la méthode de relaxation su

essive par blo
s s'é
rit

AiiX
(m+1)
i = AiiX

(m)
i + ω

{

−∑i−1
j=1 AijX

(m+1)
j − ∑s

j=i+1 AijX
(m)
j

+Bi − AiiX
(m)
i

}

, 1 ≤ i ≤ s, (1.2.16)si, ave
 la même partition, on pose
X =







X1...
Xs






, et B =







B1...
Bs






. (1.2.17)Par l'hypothèse faite, les matri
es Aii sont inversibles et la résolutionde (1.2.16) est possible : on peut 
al
uler le blo
 d'in
onnues X

(m+1)
i àl'itération (m + 1).Intérêt des méthodes par blo
s Prenons le 
as de la méthode (1.2.16).À 
haque itération nous avons s systèmes linéaires à résoudre, 
ela paraîtêtre un sérieux handi
ap ; mais, notons déjà que si 
ha
un de 
es systèmes est



9très simple à résoudre on peut raisonnablement travailler ave
 
es méthodes.Cela n'a 
ependant d'intérêt que si la méthode par blo
s est plus rapide quela méthode pon
tuelle. Or, sous des hypothèses raisonnables, pour un même
ω, la méthode par blo
s est plus rapide que la méthode pon
tuelle, on a

ρ(LB
ω ) < ρ(Lp

ω) < 1,où on désigne par LB
ω (resp. Lp

ω) la matri
e d'itération de la méthode derelaxation su

essive par blo
s (resp. pon
tuelle).En pratique, souvent les matri
es Aii sont des matri
es-bandes (par ex-emple tridiagonales). Les méthodes dire
tes (Gauss,...) sont alors très bienadaptées, 
ar très rapides, à la résolution de (1.2.16). Les formules se simpli-�ent notablement du fait de la stru
ture des Aii ; par exemple, dans le 
asdes Aii tridiagonales on dispose de formules algèbriques très simples donnantla solution (voir livre).Dans 
e 
adre, même en tenant 
ompte de la résolution des s systèmeslinéaires à 
haque étape, le gain sur la rapidité de 
onvergen
e des méthodespar blo
s 
ompense très souvent 
et in
onvénient. Dans bien des 
as on ygagne !1.3 Quelques théorèmes de 
onvergen
eGénéralement on ne sait rien dire de la 
onvergen
e et de la 
omparaisondes méthodes itératives lorsque la matri
e A n'a pas de propriété(s) par-ti
ulière(s), telle(s) que symétrique dé�nie positive ou diagonalement dom-inante. On peut exhiber une matri
e A1 telle que la méthode de Ja
obi
onverge alors que Gauss-Seidel diverge ; on peut trouver aussi une autrematri
e A2 telle que, inversement, Gauss-Seidel 
onverge alors que Ja
obidiverge.Cependant il existe grossièrement deux grandes 
lasses de résultats de
onvergen
e. L'une relative aux matri
es symétriques (hermitiennes) dé�niespositives, l'autre aux matri
es stri
tement diagonalement dominantes. J'ometsle 
as, fondamental en pratique mais mathématiquement plus di�
ile, desmatri
es irrédu
tibles diagonalement dominantes qui sort du 
adre restreintde 
e mini-
ours.On pose la dé�nition suivante:Dé�nition 1.3.1. Une matri
e A ∈ Cn,n est dite à diagonale dominante siet seulement si
|ai,i| ≥

n
∑

j=1,j 6=i

|ai,j|, i = 1, 2, · · · , n (1.3.1)ave
 inégalité stri
te pour au moins un indi
e i.Elle est dite à diagonale stri
tement dominante (SDD) s'il y a inégalitéstri
te dans (1.3.1) pour tout i.



10Remarque 1.3.1. Certains auteurs préfèrent dire fortement dominante aulieu de dominante. Réservant le nom de �dominante� au 
as où il n'y ajamais d'inégalité stri
te dans (1.3.1).On prouve (voir livre) qu'une matri
e SDD est régulière. Notre hypothèsefondamentale est satisfaite.Naturellement 
es résultats sont distin
ts entre eux. Par exemple, unematri
e (symétrique) peut-être stri
tement diagonalement dominante sansêtre dé�nie positive et inversement. Soit, par exemple,
A =





1 a a
a 1 a
a a 1



 (1.3.2)Pour 1/2 ≤ a < 1 la matri
e A n'est pas SDD et pourtant la matri
e
A est (symétrique) dé�nie positive. En e�et les valeurs propres de A sontdonnées par les ra
ines du polyn�me 
ara
téristique det(A − λI) = 0 où lamatri
e A − λI s'é
rit

A − λI =





1 − λ a a
a 1 − λ a
a a 1 − λ



 . (1.3.3)On voit que P (λ) = det(A − λI) = µ3 − 3a2µ + 2a3 où µ = 1 − λ. Lesra
ines sont µ = a (ra
ine double) et µ = −2a, don
 les valeurs propres de
A sont λ = 1 − a (ra
ine double) et λ = 1 + 2a. Si 1/2 ≤ a < 1 les valeurspropres de A sont toutes stri
tement positives et 
ela implique que A estdé�nie positive.Inversement, soit, par exemple, la matri
e

A =

(

−2 a
a 2

)

;notons qu'il faut 
hoisir, sa
hant que ses valeurs propres sont réelles puisquela matri
e est symétrique, une matri
e où au moins un des éléments diago-naux est négatif, de façon à assurer la 
ara
tère non positif. On véri�e queles valeurs propres sont données par λ = ±
√

a2 + 4, une des valeurs propresétant négative la matri
e n'est jamais dé�nie positive. Or la matri
e est SDDpour |a| < 2.Comme, en pratique, les deux 
lasses de matri
es pré
édentes sont fré-quentes (lors de la dis
rétisation des équations aux dérivées partielles), ilfaut examiner les deux 
atégories de résultats.Cas des matri
es symétriques (hermitiennes) dé�nies positives Nousallons d'abord examiner un théorème donnant un 
ritère de 
onvergen
e desméthodes itératives pon
tuelles ou par blo
s pour 
e type de matri
es. Apriori une des hypothèses semble arbitraire, la suite é
lair
ira son bien-fondé.



11Théorème 1.3.1. Soit A ∈ C
n,n une matri
e hermitienne et inversible. Soit

A = M −N une dé
omposition de A telle que la matri
e M∗+N soit dé�niepositive. Alors ρ(M−1N) < 1 si et seulement si A est dé�nie positive.Preuve : Admise. �Nous sommes maintenant en mesure de donner un premier 
ritère de
onvergen
e des méthodes de relaxation su

essive (pon
tuelle ou par blo
s)in
luant, nous le verrons, les méthodes de Gauss-Seidel (pon
tuelle ou parblo
s). Si A est hermitienne, on 
onstate que F = E∗ dans les dé�nitionspré
édentes donnant A sous la forme A = D − E − F .Théorème 1.3.2. Soit A ∈ C
n,n une matri
e hermitienne, inversible, D et

E ∈ C
n,n telles que

A = D − E − E∗, (1.3.4)et soit ω ∈ R tel que 0 < ω < 2. Supposons que la matri
e D est dé�niepositive. Alors ρ(Lω) < 1 si et seulement si la matri
e A est dé�nie positive.Preuve : On 
onstate que si A s'é
rit sous la forme (1.3.4) alors né
essaire-ment D est hermitienne. Dans tous les 
as la méthode de relaxation su

es-sive 
orrespond à la forme A = M −N ave
 (voir (1.2.13)) M = (1/ω)(D −
ωE) et N = (1/ω) ((1 − ω)D + ωE∗). On véri�e, puisque D = D∗, que
M∗ + N = (1/ω)D − E∗ + ((1 − ω)/ω)D + E∗ = ((2 − ω)/ω)D.Or, par hypothèse, 0 < ω < 2 et D est dé�nie positive, la matri
e M∗+Nest don
 hermitienne et dé�nie positive.Le Théorème 1.3.1 permet de 
on
lure. �Remarque 1.3.2. La 
ondition su�sante n'exige pas que la matri
e diago-nale D soit dé�nie positive. En e�et 
ette hypothèse est une 
onséquen
e dufait que A soit dé�nie positive.Remarque 1.3.3. Indépendamment de l'équivalen
e qui 
on
lut l'énon
édu Théorème 1.3.2, l'ensemble des 
onditions de l'énon
é forme �seulement�un ensemble de 
onditions su�santes. Par exemple si D n'est pas dé�niepositive, la méthode de relaxation su

essive peut 
onverger sans que A soitdé�nie positive. Il su�t de 
hoisir le 
as trivial suivant d'une matri
e Adiagonale possédant des 1 et des −1 sur la diagonale

A =











1 0. . .
0 1

−1











. (1.3.5)La matri
e A est inversible, la matri
e D n'est pas dé�nie positive. Dans
e 
as on a évidemment (voir (1.2.14))
Lω = D−1(1 − ω)D = 1 − ω,



12et don

ρ(Lω) < 1, pour 0 < ω < 2,alors que la matri
e A n'est évidemment pas dé�nie positive.Corollaire 1.3.1. Soit A ∈ C

n,n une matri
e hermitienne inversible, D et
E ∈ C

n,n telles que
A = D − E − E∗.On suppose que la matri
e D est dé�nie positive. Alors la méthode deGauss-Seidel 
onverge si et seulement si A est dé�nie positive.Preuve : Il su�t de faire ω = 1 dans le Théorème 1.3.2. �Le Corollaire 1.3.1 s'énon
e plus simplement dans le 
as pon
tuel, 
'estleCorollaire 1.3.2. Soit A ∈ C

n,n une matri
e hermitienne inversible, D et
E ∈ C

n,n telles que
A = D − E − E∗.On suppose que ai,i > 0, 1 ≤ i ≤ n. La méthode de Gauss-Seidelpon
tuelle 
onverge si et seulement si A est dé�nie positive.Preuve : Elle est évidente. �Le Théorème général 1.3.1 permet aussi de donner un 
ritère de 
onver-gen
e pour la méthode de Ja
obi (pon
tuelle ou par blo
s) dans le 
as d'unematri
e A hermitienne dé�nie positiveCorollaire 1.3.3. Soit A ∈ C

n,n une matri
e hermitienne inversible, D et
E ∈ C

n,n telles que
A = D − E − E∗.On suppose que la matri
e 2D − A est dé�nie positive. La méthode deJa
obi 
onverge si et seulement si A est dé�nie positive.Preuve : Dans la méthode de Ja
obi on a M = D et N = D − A et don
,puisque D = D∗ 
ar la matri
e A est hermitienne,

M∗ + N = 2D − A.Comme la matri
e 2D−A est dé�nie positive par hypothèse, la 
on
lusionsuit du Théorème 1.3.1. �Il s'agit maintenant de déterminer l'intervalle de 
on�an
e de 
onver-gen
e de la méthode de relaxation su

essive. Cet intervalle a été présupposédans l'énon
é du Théorème 1.3.2. On va voir que ]0, 2[ est e�e
tivement 
etintervalle.La démonstration passe par 
elle du théorème suivant



13Théorème 1.3.3. Soit A ∈ C
n,n une matri
e inversible, soient E,F ∈ C

n,ndeux matri
es respe
tivement stri
tement triangulaires inférieure et supérieure,
D ∈ C

n,n une matri
e inversible telles que A = D − E − F .Alors ∀ω ∈ R, ρ(Lω) ≥ |ω − 1| ave
 égalité si et seulement si toutes lesvaleurs propres de Lω sont en module égales à |ω − 1|.Preuve : Admise. �Une 
onséquen
e immédiate de 
e théorème est leCorollaire 1.3.4. Pour toute matri
e A satisfaisant aux hypothèses du théorème1.3.3, une 
ondition né
essaire de 
onvergen
e de la méthode de relaxationsu

essive est que 0 < ω < 2.Preuve : En e�et pour que ρ(Lω) < 1, par le théorème pré
édent il fautque |ω − 1| < 1 
e qui implique que 0 < ω < 2. �Par le Théorème 1.3.3, nous allons aussi déduire le résultat déjà annon
éde façon informelle,Théorème 1.3.4. Soit A une matri
e hermitienne (dans 
e 
as F = E∗)dé�nie positive, alors la méthode de relaxation su

essive (pon
tuelle ou parblo
s) 
onverge si et seulement si 0 < ω < 2. Autrement dit
ρ(Lω) < 1 ⇔ 0 < ω < 2.Preuve : Prouvons d'abord que 0 < ω < 2 entraîne que ρ(Lω) < 1. Ilsu�t d'appliquer le Théorème 1.3.2 en remarquant que, si A est hermitiennedé�nie positive alors elle est inversible et sa matri
e diagonale D possède lesmêmes propriétés. Si 0 < ω < 2 toutes les hypothèses du Théorème 1.3.2sont satisfaites, 
omme A est dé�nie positive alors ρ(Lω) < 1.Ré
iproquement si ρ(Lω) < 1 on sait, grâ
e au Corollaire 1.3.4, que

0 < ω < 2. �La question de l'intervalle de 
on�an
e de la méthode de relaxation su
-
essive étant résolue, il reste à résoudre le problème du ωopt, 
'est-à-dire du
hoix du ω tel que
ρ(Lωopt

) = min
0<ω<2

ρ(Lω),assurant la plus grande vitesse de 
onvergen
e de la méthode de relaxationsu

essive.On ne va donner une réponse au 
hoix de ωopt que dans le 
as où lamatri
e A est tridiagonale par blo
s, 
'est-à-dire que l'on se pla
e a prioridans le 
adre de la méthode de relaxation su

essive par blo
s. Dans lesappli
ations 
ela re
ouvre une importante partie des besoins.Les résultats présentés i
i sont énon
és sans démonstration.Théorème 1.3.5. Soit A ∈ C
n,n une matri
e tridiagonale par blo
s. Sitoutes les valeurs propres de la matri
e d'itération de Ja
obi 
orrespondante



14sont réelles, alors les méthodes par blo
s de Ja
obi et de relaxation su

essivepour 0 < ω < 2 
onvergent ou divergent simultanèment.De plus si ρ(B) < 1 (i.e. si Ja
obi par blo
s 
onverge), il existe unevaleur de ω et une seule, soit ωopt, rendant ρ(Lω) minimum, on a
ωopt =

2

1 +
√

1 − (ρ(B))2
et ρ(Lωopt

) = ωopt − 1 =
1 −

√

1 − (ρ(B))2

1 +
√

1 − (ρ(B))2
.(1.3.6)Remarque 1.3.4. Il faut noter que la formule (1.3.6) n'est pas d'un usagepratique immédiat, elle né
essite de 
al
uler numériquement le rayon spe
tralde la matri
e B. L'emploi d'une méthode de 
al
ul de la plus grande (enmodule) valeur propre d'une matri
e est né
essaire ; la méthode dite de lapuissan
e répond à 
et obje
tif.Remarque 1.3.5. Pratiquement on a intérêt à surestimer ωopt plut�t qu'àle sous-estimer lorsqu'on ne le 
onnaît qu'approximativement. En e�et, la
ourbe donnant ρ(Lω) en fon
tion de ω a l'allure suivante (Figure 1.2).PSfrag repla
ements

0

1

1 ωopt 2 ω

ρ(Lω) segment de pente 1
Figure 1.2:Cette 
ourbe possède une pente in�nie à gau
he du point ωopt ; 
'est-à-dire qu'une légère variation à gau
he dans la 
onnaissan
e de ωopt entraineune grande variation dans 
elle de ρ(Lω). Ce qui justi�e la sur-estimation de

ωopt. On remarque aussi sur la �gure, que la méthode de relaxation su

essiveoptimale est plus rapide que Gauss-Seidel (asso
iée à ω = 1), on a ρ(Lωopt
) <

ρ(L1). On voit aussi que, si ω est mal 
hoisi, la méthode de Gauss-Seidelpeut-être plus rapide que la méthode de relaxation su

essive.Nous allons 
on
lure 
e sous-paragraphe relatif au 
as des matri
es her-mitiennes dé�nies positives par un résultat, très important dans les appli
a-tions, donnant une 
ondition su�sante de 
onvergen
e pour les trois méth-odes ainsi qu'une 
omparaison de 
elles-
i. On note toujours par B (resp.
L1 et Lω) la matri
e itérative par blo
s de Ja
obi (resp. Gauss-Seidel etrelaxation su

essive).



15Théorème 1.3.6. Soit A une matri
e hermitienne dé�nie positive et tridi-agonale par blo
s, alors les méthodes par blo
s de Ja
obi, Gauss-Seidel et derelaxation su

essive pour 0 < ω < 2 sont 
onvergentes simultanément.De plus il existe un paramètre optimal ωopt, 1 < ωopt < 2, pour la méthodede relaxation su

essive et l'on a
ρ(Lωopt

) < ρ(L1) < ρ(B).Plus pré
isèment, nous avons
ρ(L1) = (ρ(B))2 (1.3.7)

ρ(Lωopt
) = ωopt − 1 =

1 −
√

1 − (ρ(B))2

1 +
√

1 − (ρ(B))2
(1.3.8)Remarque 1.3.6. Par la dé�nition (voir livre) du taux asymptotique de
onvergen
e on voit que R∞(ρ(L1)) = 2R∞(B). la méthode de Gauss-Seidelpar blo
s est deux fois plus rapide que la méthode de Ja
obi par blo
s.Remarque 1.3.7. Ce théorème reste vrai lorsque A est une matri
e tridi-agonale par points : les �blo
s� diagonaux sont alors d'ordre 1.Remarque 1.3.8. Dans le 
as pon
tuel, 
e théorème ne s'applique que si Aest tridiagonale par points. Si A n'est pas, dans le 
as pon
tuel, tridiagonalepar points, même si A est symétrique dé�nie positive, la méthode de Ja
obipon
tuelle peut diverger. Prenons pour s'en 
onvain
re une matri
e A dutype

A =





1 a a
a 1 a
a a 1



 (1.3.9)Pour 1/2 ≤ a < 1 on véri�e que ρ(B) ≥ 1 et pourtant la matri
e A est(symétrique) dé�nie positive - voir les 
al
uls suivants (1.3.3).Par ailleurs la matri
e d'itération B de Ja
obi a la forme suivante
B =





0 −a −a
−a 0 −a
−a −a 0



 . (1.3.10)Ses valeurs propres sont les ra
ines du déterminant de la matri
e
B − λI =





−λ −a −a
−a −λ −a
−a −a −λ



 . (1.3.11)
'est, au signe près, la matri
e (1.3.3) ave
 λ au lieu de 1 − λ. Les valeurspropres de B sont don
, au signe près, λ = a (ra
ine double) et λ = −2a.Le rayon spe
tral de B est la plus grande valeur propre en module, don

ρ(B) = 2a ; 
omme 1/2 ≤ a < 1, ρ(B) ≥ 1 et Ja
obi pon
tuelle diverge.



16On vient de voir que la 
onvergen
e de la méthode de Ja
obi pon
tuellen'est pas assurée par l'hypothèse symétrique dé�nie positive, 
ependant ellel'est pour une autre 
lasse de matri
es qui est 
elle des matri
es stri
tementdiagonalement dominante (voir dé�nition 1.3.1).Cas des matri
es SDD Ce paragraphe ne 
on
erne que les méthodespon
tuelles. On a déjà dit que les matri
es SDD sont régulières.Pour 
es matri
es on a leThéorème 1.3.7. Soit A une matri
e stri
tement diagonalement domi-nante, alors la méthode pon
tuelle de Ja
obi 
onverge.Preuve : Notons d'abord, qu'ave
 
ette hypothèse, l'é
riture de Ja
obi,
B = M−1N ave
 M = D et N = E + F , a un sens 
ar la matri
e diagonaleest régulière 
ar né
essairement |ai,i| > 0 lorsque A est SDD.Une 
ondition su�sante de 
onvergen
e est ρ(B) < 1. Prouvons-le enraisonnant par l'absurde.Soit λ une valeur propre de B, par dé�nition nous avons

det(M−1N − λI) = 0.Comme la matri
e M est régulière, de façon équivalente, il vient
det(N − λM) = det(M) det(M−1N − λI) = 0. (1.3.12)Posons C = N − λM , C = (ci,j). Supposons que |λ| ≥ 1. On a, d'unepart, puisque M est diagonale

n
∑

j=1,j 6=i

|ci,j | =

n
∑

j=1,j 6=i

|ai,j|, et |ci,i| = |λ||ai,i| ∀i ∈ [1, n]; (1.3.13)d'autre part, puisque A est SDD et |λ| ≥ 1,
n

∑

j=1,j 6=i

|ai,j| < |ai,i| ≤ |λ||ai,i| = |ci,i|, ∀i ∈ [1, n]. (1.3.14)Les relations (1.3.13) et (1.3.14) impliquent que la matri
e C est aussiSDD si |λ| ≥ 1. La matri
e C est alors régulière et don
 det(N − λM) 6= 0,
e qui est absurde d'après (1.3.12). Don
 λ telle que |λ| ≥ 1 ne peut pas êtrevaleur propre de B et né
essairement ρ(B) < 1. La méthode pon
tuelle deJa
obi 
onverge si A est SDD. �Ce théorème n'énon
e qu'une 
ondition su�sante de 
onvergen
e. Il sepeut que Ja
obi 
onverge sans qu'elle soit SDD !Montrons, par la même te
hnique, que la méthode pon
tuelle de Gauss-Seidel 
onverge si A est SDD.



17Théorème 1.3.8. Lorsque A est SDD, la méthode pon
tuelle de Gauss-Seidel 
onverge.Preuve : La matri
e d'itération s'é
rit i
i L1 = (D − E)−1F , la matri
e
(D − E) étant 
lairement régulière si A est SDD. Soit λ une valeur proprede L1, alors

det((D − E)−1F − λI) = 0,de façon équivalente, on peut en
ore é
rire
det(F − λ(D − E)) = 0. (1.3.15)Raisonnons en
ore par l'absurde en supposant |λ| ≥ 1.Nous avons, puisque A est SDD,

|ai,i| >
∑

j<i

|ai,j| +
∑

j>i

|ai,j |, ∀i ∈ [1, n].soit
|λ||ai,i| > |λ|

∑

j<i

|ai,j| + |λ|
∑

j>i

|ai,j| ≥ |λ|
∑

j<i

|ai,j| +
∑

j>i

|ai,j |, ∀i ∈ [1, n].Par dé�nition des matri
es D, E et F , nous avons don
 que la matri
e
(F + λE − λD) est aussi SDD et don
 régulière. Ce qui est absurde (voir(1.3.15)). Don
 λ telle que |λ| ≥ 1 ne peut pas être une valeur propre de L1et né
essairement ρ(L1) < 1. �Remarque 1.3.9. Les Théorèmes 1.3.7 et 1.3.8 restent vrais lorsque A estirrédu
tible et diagonalement dominante au lieu d'être SDD.Remarque 1.3.10. Les Théorèmes 1.3.7 et 1.3.8, ainsi que la Remarque1.3.9 n'énon
ent que des 
onditions su�santes de 
onvergen
e.Finalement on démontre (voir livre) que la méthode de relaxation su
-
essive pour 0 < ω ≤ 1 
onverge si A est SDD.Théorème 1.3.9. Si A est SDD, la méthode de relaxation su

essive Lω est
onvergente pour 0 < ω ≤ 1.Preuve : Admise. �Remarque 1.3.11. Évidemment 
e théorème re
ouvre le 
as de Gauss-Seidelpuisqu'il est vrai pour 0 < ω ≤ 1 (la valeur 1 in
luse).Remarque 1.3.12. L'intervalle de 
on�an
e de la méthode de relaxationsu

essive étant l'intervalle ]0, 2[, on aimerait pouvoir étendre la preuve pré
é-dente de la 
onvergen
e à 
et intervalle. Malheureusement le raisonnementdu Théorème 1.3.9 n'aboutit pas dans 
e 
as.



18Remarque 1.3.13. Ce théorème n'est qu'une 
ondition su�sante de 
on-vergen
e. Il ne dit pas que si ω > 1 la méthode de relaxation diverge. Soiten e�et la matri
e
A =

(

1 a
0 1

)

.Pour 0 < a < 1 
ette matri
e est SDD. Il est fa
ile de voir que la matri
e
Lω s'é
rit

Lω =

(

1 − ω −ωa
0 1 − ω

)

,sa valeur propre (double) est 1 − ω. La méthode de relaxation 
onverge si
|1 − ω| < 1, 
'est-à-dire pour 0 < ω < 2.


