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11.1 Dé�nition des points de bifuration ol et fourheIl s'agit de répondre à la question de savoir omment un observateur voy-ageant sur une branhe de solutions stationnaires peut distinguer un pointlimite d'un point de bifuration. Il y a une grande di�érene entre un pointde bifuration de type ol ('est la bifuration la plus simple possible) - ondit aussi point de retournement en méanique des solides, ou point limite,ou �tipping point� par les géophysiiens, ou enore �pli� selon la terminologiede la théorie des atastrophes de René Thom - et un point de bifuration detype fourhe (ou transritique).1.1.1 Exemple préliminaireConsidérons les deux équations salaires suivantes :
{

0 = 1 + λ(y2
1 + y2

2 − 1) = f1(y1, y2, λ)
0 = 10y2 − λy2(1 + 2y2

1 + y2
2) = f2(y1, y2, λ)

. (1.1.1)1) Caluler tous les points ritiques du système.2) Caluler et évaluer la matrie jaobienne et la dérivée fλ en un pointlimite et en un point de bifuration. Observer que la matrie jaobienneest singulière pour les deux types de points ritiques.3) Considérer la matrie onstituée de la matrie jaobienne à laquelle onajoute le veteur fλ omme dernière olonne. Déterminer le rang de lamatrie �augmentée� pour un point limite et un point de bifuration.Solution 1) La seonde équation est satisfaite pour y2 = 0 et la premièreéquation entraîne alors que y2
1 = (λ−1)/λ. D'où l'existene de deux branhes

(y1, y2) =
{

±((λ − 1)/λ)1/2 , 0
}qui sont dé�nies pour λ ≥ 1 et λ < 0. Il reste à disuter du as y2 6= 0.Substituons l'expression y2

1 + y2
2 = 1 − 1/λ de la première dans la seondeéquation. Il vient après division par y2

0 = 10 − λ(1 + y2
1 + 1 − 1

λ
) = 11 − 2λ − λy2

1 ,soit
y1 = ±

(

11 − 2λ

λ

)
1

2

.Par onséquent y2
2 = 1 − 1/λ − (11 − 2λ)/λ = (3λ − 12)/λ et on a

y2 = ± ((3λ − 12)/λ)1/2 .



2Nous avons don omme branhes additionnelles
(y1, y2) =

(

±
(

11 − 2λ

λ

) 1

2

,±
(

3λ − 12

λ

) 1

2

)

,dé�nies pour 4 ≤ λ ≤ 5.5. Ces branhes forment une boule régulière dansl'espae (y1, y2, λ). La Figure 1.1 montre toutes les branhes des solutions.
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PSfrag replaements y2

y1

λ

A
B+

B−

C+

C−Figure 1.1: Diagramme de bifuration pour λ > 1, en traits pleins pour
y2 ≥ 0 et en tirets pour y2 < 0. Les branhes de solutions sont symétriquespar rapport aux plans dé�nis par y1 = 0 et y2 = 0. Le plan y2 = 0 esthahuré par des traits parallèles.Nous avons lairement deux points de bifuration et trois points limites.Plus préisément on a :

• A = (0, 0, 1) point limite.
• B± = (±

√
3/2, 0, 4) points de bifuration (en e�et si λ = 4 et y2 = 0alors y1 = ±
√

3/2).
• En�n si λ = 5.5 alors y1 = 0 et y2 = ±

√

9/11 = ±3(11)−1/2.C'est-à-dire que C± = (0,±3(11)−1/2 , 5.5) sont des points limites, arpour λ ∈ [4, 5.5] nous avons deux valeurs de y1, à la fois sur la demi-boule y2 > 0 et sur la demi-boule y2 < 0.
2) Calulons la matrie jaobienne du système et la dérivée fλ. Nous avons

fy(y, λ) =

(

2λy1 2λy2

−4λy1y2 10 − λ − 2λy2
1 − 3λy2

2

)

, (1.1.2)et
fλ(y, λ) =

(

y2
1 + y2

2 − 1
−y2(1 + 2y2

1 + y2
2)

)

. (1.1.3)



3Évaluons la matrie jaobienne et la dérivée en un point de bifurationet un point limite.Pour le point de bifuration (
√

3/2, 0, 4) on a
fy =

(

4
√

3 0
0 0

) et fλ =

(

−1/4
0

)

. (1.1.4)Pour le point limite (0, 3(11)−1/2 , 5.5) on a
fy =

(

0 3(11)1/2

0 −9

) et fλ =

(

−2/11

−60(11)−3/2

)

. (1.1.5)Observons déjà que la matrie jaobienne est singulière (en e�et, en unpoint de bifuration on perd la possibilité, par le théorème des fontionsimpliites, d'exprimer la solution en fontion du paramètre) dans les deuxas, 'est-à-dire que son rang est stritement inférieur à deux ou, de façonéquivalente que det(fy(y0, λ0)) = 0 si (y0, λ0) désigne indi�éremment unpoint limite ou un point de bifuration où y0 est un veteur de dimension
n. Dans et exemple on a n = 2. La singularité de la matrie jaobienne nepermet pas de distinguer es deux types de points.
3) Attahons le veteur fλ à la matrie jaobienne. Pour le point de bifur-ation (resp. point limite) on obtient la matrie �augmentée�
(

4
√

3 0 −1/4
0 0 0

) resp. (

0 3(11)1/2 −2/11

0 −9 −60(11)−3/2

)

. (1.1.6)La matrie (augmentée) au point de bifuration est toujours de ranginférieur à n, tandis que elle du point limite a le rang n. On véri�e en e�etque
det

(

3(11)1/2 −2/11

−9 −60(11)−3/2

)

6= 0. (1.1.7)
�1.1.2 Système en dimension n quelonqueMême s'il y a des similitudes dans le diagramme de bifuration, observonsdon qu'il y a une grande di�érene entre un point de bifuration de typeol et un point de bifuration type fourhe. L'étude préédente permetd'antiiper les dé�nitions préises d'un point limite et d'un point de bi-furation. Les observations faites à propos d'un point limite et d'un pointde bifuration, dans et exemple, exigent ependant une analyse plus ap-profondie. La mise en ÷uvre informatique des méthodes de ontinuation dealul des branhes de solution, néessitent évidemment une aratérisationalgébrique des di�érents types possibles de bifuration.Considérons un système de n équations non linéaires du type f(x, µ) = 0.Il est loisible de onsidérer µ omme la (n + 1)e omposante du veteur x,



4'est-à-dire de poser xn+1 = µ et de onsidérer que l'on a a�aire à un systèmede n équations à (n + 1) inonnues, soit
0 = fi(x1, x2, · · · , xn+1), i = 1, 2, · · · , n.La matrie retangulaire des dérivées partielles onsiste en (n+1) olonnes

zi, soit
(fx|fµ) = (z1|, z2| · · · |zn|zn+1), (1.1.8)où

fx =







∂f1

∂x1
· · · ∂f1

∂xn... ...
∂fn

∂x1
· · · ∂fn

∂xn






, et fµ =







∂f1

∂µ...
∂fn

∂µ






. (1.1.9)Nous sommes libres de onsidérer haune des (n + 1) variables xj (àsavoir la ke) des fontions fi omme un paramètre. Choisissons xk et ap-pelons γ e nouveau paramètre. La dépendane en γ des n variables restantes

x1, x2, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xn, xn+1 est aratérisée par la �nouvelle� ma-trie jaobienne obtenue en enlevant la ke olonne de (1.1.8) : ela résultedu théorème des fontions impliites qui permet d'exprimer les n variablesrestantes en fontion de γ si la �nouvelle� matrie jaobienne est régulière.Pour un point limite il est possible de trouver un indie k tel que e nouveaujaobien soit régulier (de rang égal à n), tandis que pour un point de bifur-ation un tel indie k n'existe pas (le rang est inférieur à n pour tout hoixde γ).Cet éhange de olonnes dans (1.1.8) a une interprétation géométriquesaisissante. Le hangement du paramètre µ = xn+1 en le paramètre γ = xksigni�e que le diagramme de branhement [x] = µ = xn+1
1 en fontion de

γ = xk est obtenu à partir du diagramme µ = xn+1 → [y] = γ par unerotation de 900 (Figure 1.2)PSfrag replaementsxk = γ xn+1

µ = xn+1 γ = xkFigure 1.2: Le point limite n'existe plus lorsque la branhe est paramétriséepar γ = xk.1[y] désigne une mesure salaire de la solution y = (y1, · · · , yn) qui n'est pas nées-sairement une norme. Cette mesure est ruiale à la bonne leture des phénomènes debifuration. En pratique il faut s'e�orer de trouver un [y] qui mette en évidene autantde propriétés des branhes de solutions individuelles que possible.



5Cette disparition de la singularité (dans le as d'un point limite) parhangement de paramètre est re�étée algébriquement par la non singularitéde la �nouvelle� matrie jaobienne. Ave e nouveau hoix de paramètre lethéorème des fontions impliites peut à nouveau s'utiliser.En essayant le même éhange de paramètre ave la matrie assoiée à unpoint de bifuration, nous obtenons la Figure 1.3. Le point de bifurationdemeure.PSfrag replaementsxk = γ xn+1

µ = xn+1 γ = xkFigure 1.3: Le point de bifuration persiste par rotation, lorsque la branheest paramétrisée par γ = xk.La préservation ou l'aroissement du rang par l'adjontion de la olonne
fµ à la matrie jaobienne fx peut être dérit par le truhement de l'imaged'une matrie. Supposons que le rang du jaobien fx soit (n − 1) (e quiest vrai pour les deux types de point). Considérons d'abord le as d'unpoint de bifuration. Comme la matrie (fx|fµ) est singulière, on peut donsupposer qu'il existe des onstantes αi telles que fµ = zn+1 =

∑n
i=1 αiz

i.Cei signi�e que fµ ∈ Im(fy), ar les zi, pour i = 1, · · · , n, génèrent l'imagede fx. A ontrario pour un point limite il n'existe pas de telles onstantes
αi, 'est-à-dire que fµ /∈ Im(fx) ; mais on vient de voir que fµ apportel'information de �plein� rang que n'avait pas la matrie fx : pour un pointlimite rang(fx|fµ) = n.1.1.3 Dé�nitionsNous pouvons maintenant donner les dé�nitions suivantes d'un point limite- ou bifuration ol - et d'un point de bifuration fourhe.Dé�nition 1.1.1. Le point (x0, µ0) est un point limite simple si on a lesquatre onditions suisvantes :1. f(x0, µ0) = 0,2. fx(x0, µ0) = 0 a une valeur propre simple nulle ou, de façon équiva-lente, rang(fx(x0, µ0)) = n − 1,3. fµ(x0, µ0) /∈ Im(fx(x0, µ0)), 'est-à-dire que

rang(fx(x0, µ0)|fµ(x0, µ0)) = n,



64. il y a une paramétrisation (x(σ), µ(σ)) ave x(σ0) = y0 et µ(σ0) = µ0telle que d2µ(σ0)/dσ2 6= 0.Les hypothèses 1, 2 et 3 garantissent que la tangente à la branhe en
(x0, µ0) est perpendiulaire à l'axe des µ dans l'espae R

n+1 des (x, µ).L'hypothèse 4 interdit que (x0, µ0) soit un point d'hystérésis (Figure 1.4).
PSfrag replaements[x]

µFigure 1.4: Points d'hystérésis.Dé�nition 1.1.2. Le point (x0, µ0) est un point de bifuration fourhe (outransritique) simple si on a les quatre onditions suivantes :1. f(x0, µ0) = 0,2. fx(x0, µ0) = 0 a une valeur propre simple nulle ou, de façon équiva-lente, rang(fx(x0, µ0)) = n − 1,3. fµ(x0, µ0) ∈ Im(fx(x0, µ0)),4. Exatement deux branhes se oupent ave deux tangentes distintes.1.1.4 Véri�ations élémentaires en dimension un ave unparamètreSoit l'équation
ẋ = f1(x, µ) = µ − x2.On sait que pour (x0, µ0) = (0, 0) on a un point de bifuration de typeol (voir �gure 1.5).Véri�ons la dé�nition 1.1.1. Le 1. est évidemment véri�é : f1(x0, µ0) = 0.De plus df1

dx (x0, µ0) = −2x|(0,0) = 0, don df1

dx a une valeur propre simple nulleau point de bifuration, e qui est l'hypothèse 2.. De plus df1

dµ (x0, µ0) = 1 etdon, omme Im((f1)x)(0, 0) = {(f1)x)(0, 0)x|x ∈ R} = 0 on a df1

dµ (x0, µ0) /∈
Im((f1)x)(0, 0)), l'hypothèse 3. est véri�ée. Le 4. est évident géométrique-ment. La dé�nition 1.1.1 d'un point limite (ou �pli�) est satisfaite.Considérons maintenant l'équation élémentaire

ẏ = f2(x, µ) = µx − x3 = x(µ − x2).



7
PSfrag replaements x x+

µ∗
µ

x−Figure 1.5: Points ritiques x− et x+ en fontion du paramètre. La branheassoiée à x+ est stable, elle assoiée à x− est instable, traée en pointillés.Pour une valeur partiulière µ∗ de µ, des �èhes montrent la diretion dedéplaement de x, déterminée par le signe de ẋ.
PSfrag replaements

x

µ

Figure 1.6: Les solutions stables (resp. instables) sont en traits pleins (resp.tirets) épaissis. L'origine est un point de bifuration fourhe sur-ritique.Elle possède l'équilibre trivial x = 0 et, pour µ > 0, deux équilibresnon triviaux x = ±√
µ. On a un point de bifuration de type fourhe aupoint (x0, µ0) = (0, 0) (voir Figure 1.6). Véri�ons la dé�nition 1.1.2. Le

1. est évidemment véri�é : f2(x0, µ0) = 0. De plus df2

dx (x0, µ0) = (µ −
3x2)|(0,0) = 0, don df2

dx a une valeur propre simple nulle au point de bifur-ation, e qui est l'hypothèse 2. De plus df2

dµ (x0, µ0) = x(0,0) = 0 et don,omme Im((f2)x)(0, 0) = {(f2)x)(0, 0)x|x ∈ R} = 0 on a df2

dµ (x0, µ0) ∈
Im((f2)x)(0, 0)), l'hypothèse 3. est véri�ée. Le 4. est évident géométrique-ment. On ferait les mêmes véri�ations dans le as d'une bifuration trans-ritique ave f3(x, µ) = µx− x2 et (x0, µ0) = (0, 0). La dé�nition 1.1.2 d'unpoint de bifuration fourhe ou transritique est satisfaite.On peut dire que les �gures 1.5 et 1.6 sont des ourbes �impliites�, tiréesrespetivement des fontions f1 et f2.



81.2 Remarques numériques et onsidérations géné-ralesÉvidemment, en pratique, dans les programmes de ontinuation permet-tant de suivre les solutions du problème en fontion d'un (ou de plusieurs)paramètre(s), il faut disposer d'algorithmes permettant de distinguer lesdeux types de points. Dans le adre des méthodes de prédition-orretionde H.B. Keller utilisant l'absisse urviligne, on dispose d'un ritère (le �Bor-dering Lemma�) permettant de faire la distintion algorithmique entre esdeux types de bifuration. Pour seulement l'expliquer, il faut entrer au÷ur des méthodes de ontinuation. C'est possible, mais 'est une autrea�aire ....Un autre point à souligner à propos des méthodes de aluls de branhesde solutions est la néessité du pilotage des aluls par l'utilisateur des pro-grammes. Leur utilisation en �aveugle�, en �boîre noire�, expose à beauoupd'inertitudes (saut sur une autre branhe par exemple) et des phénomènesde bifuration peuvent être esamotés. Par exemple, la partie � orretion�de es méthodes se fait usuellement, dans les programmes, par la méthodede Newton, qui ramène la solution prédite sur la fontion f(x, µ) = 0. Orla onvergene de la méthode de Newton est loale. Une mauvaise prédi-tion rend la orretion problématique, d'où, généralement, la néessité d'unpilotage à vue, parfois assez �n.Pour les amateurs d'analyse numérique, il faut noter que es méthodesde ontinuation sont assez onsommatries d'algorithmes : alul de valeurspropres, méthode de Newton, interpolation de points pour la visualisationdes ourbes de bifuration, et ... De plus, des onnaissanes minimalesdans la théorie des systèmes dynamiques sont évidemment souhaitables, neserait-e que pour interpréter orretement les résultats des aluls.


