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1 AVANT-PROPOS SUR LE TRAITEMENT DU SIGNAL 11 Avant-propos sur le traitement du signalLe domaine d'appli
ation du traitement du signal est à la fois varié etétendu. On peut 
iter de façon non exhaustive l'analyse des signaux bio-médi
aux (éle
tro
ardiogramme, éle
troen
éphalogramme, ...), l'analyse desimages photographiées par satellites et des images mesurées en radiologie(s
anner, résonan
e magnétique nu
léaire). Un autre domaine important est
elui de l'analyse d'un signal émis puis déformé par une 
ible ou un obs-ta
le avant d'être mesuré par un 
apteur, dans l'espoir que l'étude du signal
apturé donnera une information utile sur 
et obsta
le (la 
ible). C'est unproblème inverse. Ce
i est utile, par exemple, pour dé
eler des �ssures éven-tuelles dans des matériels ina
essibles à l'expérien
e dire
te (
÷urs irradiésde 
entrales nu
léaires par exemple). On peut 
lasser 
e traitement du signaldans la rubrique du 
ontr�le non destru
tif.Traiter un signal, 
'est extraire de l'information des mesures e�e
tuéespar un 
apteur a�n d'atteindre un obje
tif qui peut aller de la 
ompréhen-sion du monde physique (biologie, météorologie, géologie, physique, 
himie,et
...) à l'a
tion sur 
e monde (par exemple en robotique). Symboliquementle système de génération et de traitement du signal peut se représenter sousla forme suivantePSfrag repla
ements
Sour
eémettri
e Milieu detransmission Capteurs Unité detraitementFig. 1 � S
héma d'un système de génération et de traitement du signal.Le milieu de transmission déforme les signaux émis. L'analyse et la 
om-pensation de 
es déformations est sans doute un des problèmes 
entraux dutraitement du signal. Mais aussi, le signal mesuré par les 
apteurs est, laplupart du temps, enta
hé d'un bruit de mesure qui n'est pas lié dire
tementau phénomène étudié. On peut dire que le signal mesuré par un 
apteur n'estni parfaitement prévisible ni parfaitement imprévisible (dans 
e dernier 
as ilserait évidemment inutile de l'étudier !). Ces 
ara
téristiques, perturbationset absen
e de parfaite prévisibilité, né
essitent l'emploi fréquent d'outils dé-veloppés dans le 
adre de la théorie des probabilités.Notons aussi que de nombreuses méthodes de traitement des signauxne sont validées ou justi�ées que par des simulations sur des �
as d'é
ole�abstraits : les signaux générés arti�
iellement présentent toutes les quali-tés requises et les méthodes proposées permettent d'atteindre les obje
tifs�xés. Pourtant, dès qu'on les 
onfronte à des problèmes réels, les méthodess'avèrent dé
evantes par
e que les hypothèses retenues (souvent simpli�
a-tri
es) pour la simulation ne 
orrespondent pas toujours à la réalité desphénomènes mesurés.Le traitement du signal, pour toutes 
es raisons, est don
 un problèmedi�
ile.



2 SÉRIES DE FOURIER 2Cependant il existe des méthodes et/ou outils de �base�, au 
ompte des-quels on peut ranger, pour les signaux 
ontinus, les séries et la transformationde Fourier que nous allons partiellement examiner et pour lesquelles nous neprétendons à au
une originalité. Ce 
ours ne présentera pas :� la transformée de Fourier rapide (the Fast Fourier Transform (FFT)),� la théorie de l'é
hantillonnage ; évidemment le traitement numériquedu signal se fait ave
 des valeurs dis
rètes : il n'est pas possible detraiter sur ordinateur des signaux à temps 
ontinu. Cela pose les deuxquestions suivantes : 1) sur quel intervalle de temps travaille-t-on ? 2)Quelle quantité de valeurs mesurées prend-t-on ? Souvent, par sou
i desimpli
ité, on é
hantillonne le signal à des intervalles de temps homo-gènes (i.e. à des pas de temps égaux),� l'étude des �ltres numériques.Cha
un de 
es items pourrait faire le sujet d'une leçon approfondie.2 Représentation des signaux périodiques sous laforme de séries de FourierIl semble que 
e soit Charles Fourier, dans son ouvrage sur la �Théorieanalyique de la 
haleur� en 1822, qui ait eu l'idée de développer une fon
tionen série de fon
tions trigonométriques.Soit f une fon
tion d'une variable. On appelle période d'une fon
tionpériodique f tout nombre réel T tel que f(x + T ) = f(x). On véri�e immé-diatement que :� le nombre zéro est toujours une période,� l'opposé d'une période de f , la somme de deux périodes de f , sont despériodes de f ;Don
 les périodes de f forment un sous-groupe du groupe additif R desnombres réels. De plus, 
'est un sous-groupe fermé (au sens topologique) 
artoute limite T d'une suite de périodes Tj de f est en
ore une période. Or iln'y a que trois 
atégories de sous-groupes fermés de R :� le sous-groupe réduit à l'élément zéro, toute fon
tion n'ayant pas unepériode T 6= 0 f est dite non-périodique,� le sous-groupe est R tout entier,� l'ensemble des multiples lT0 (l entier > 0, < 0 ou = 0) d'un nombre
T0 dit période fondamentale de f .Une fon
tion véri�ant l'un des deux derniers 
as est dite périodique.Remarque 2.1. Dans le 
as d'une fon
tion de R

n (fon
tion de n variables)une période est un ve
teur ~T tel que f(~x + ~T ) = f(~x).



2 SÉRIES DE FOURIER 32.1 Exponentielles de période T . Série de Fourier.Pour qu'une exponentielle eλx ait la période T > 0 réelle il faut et ilsu�t que eλT = 1. En e�et si on a eλ(x+T ) = eλx 
ela implique eλT = 1,ré
iproquement si eλT = 1 alors eλ(x+T ) = eλxeλT = eλx. La 
ondition
eλT = 1 est équivalente à λT = 2kiπ. Si T est donnée, les valeurs de λpossibles sont λ = ik 2π

T
= ikω.

ω = 2π
T

est la pulsation asso
iée à la période T .Remarque 2.2. Dans la plupart des ouvrages anglo-saxons on ne fait pasde di�éren
e entre pulsation et fréquen
e, qui représentent des données iden-tiques ave
 des unités di�érentes : les radians par se
onde pour ω et le nombrede périodes (ou de tours) par se
onde pour la fréquen
e.Pour k 6= 0, on obtient une exponentielle de module égal au nombre
1 , dont la période fondamentale est T

|k| . En e�et e
λ( T

|k|
+x)

= eλxe
λ T

|k| =

eλxe2iπ = eλx.La question fondamentale 
on
ernant les séries de Fourier est : f étantune fon
tion périodique admettant la période T > 0, est-elle développableen la série suivante, dite série de Fourier ?
f(x) =

∞
∑

k=−∞

cke
ikωx où ω =

2π

T
; (2.1)
haque terme de la série étant, à un fa
teur près, l'une des exponentiellesayant la période T (en e�et eik 2π

T
(x+T ) = e2kiπ x

T e2iπk = e2kiπ x
T ). Le 
oe�
ientde Fourier ck est l'amplitude de l'harmonique ke du signal.Parfois on groupe deux à deux les valeurs opposées de k et on rempla
ela série d'exponentielles par la série trigonomètrique suivante

f(x) = a0 +

∞
∑

k=1

(ak cos(kωx) + bk sin(kω)) , (2.2)où ak, bk et ck ∈ C. Un 
al
ul d'identi�
ation élémentaire montre que
a0 = c0

ak = ck + c−k

bk = i(ck − c−k

ou bien

c0 = a0

ck = ak−ibk

2

c−k = ak+ibk

2

. (2.3)D'où les questions que l'on peut se poser (que l'on doit !) sur les sériesde Fourier :� La fon
tion f peut-elle être arbitraire ? Par exemple que peut-on a�r-mer si f est 
ontinue ?� Pour quelles fon
tions f les 
oe�
ients de Fourier sont-ils 
al
ulables ?� Les séries de Fourier 
onvergent-elles ? Si oui, est-
e vers f et en quelsens ?



2 SÉRIES DE FOURIER 42.2 Cal
ul des 
oe�
ients ck de la série de Fourier (2.1)Supposons la série de Fourier uniformément 
onvergente, 
e qui impliqueque f est 
ontinue puisque 
haque terme de la série est 
ontinue en x. Onpeut alors, grâ
e à un théorème de l'analyse, faire une intégration terme àterme de la série (2.1) et 
al
uler
Ck(f) =

∫ a+T

a

f(x)e−ikωx

T
dx =

+∞
∑

l=−∞

cl

∫ a+T

a

ei(l−k)ωx

T
dx, (2.4)où f est donnée sur un intervalle-période (a, a + T ). Montrons d'abord que
ette intégrale est indépendante du 
hoix de 
et intervalle-période, 
'est-à-dire de a. Considérons un autre intervalle-période (b, b + T ) ave
 b 6= a. Onpeut é
rire symboliquement ∫ b+T

a
=
∫ b

a
=
∫ b+T

b
ou ∫ b+T

a
=
∫ a+T

a
+
∫ b+T

a+T
;on a en égalant les deux se
onds membres

∫ b+T

b

=

∫ a+T

a

+

(
∫ b+T

a+T

−

∫ b

a

)

. (2.5)La fon
tion g(x) = f(x)e−ikwx est périodique de période T (f est T-périodiquepar hypothèse et on a déjà remarqué que 
'est vrai pour l'exponentielle). Parle 
hangement de variable x = ξ + T , on a don

∫ b+T

a+T

g(x)dx =

∫ b

a

g(ξ + T )dξ =

∫ b

a

g(ξ)dξ,en tenant 
ompte de (2.5) on a ainsi
∫ b+T

b

f(x)e−ikwxdx =

∫ a+T

a

f(x)e−ikwxdx, (2.6)
e qui démontre notre assertion qui est indispensable pour a�rmer (heureu-sement) que le 
al
ul des ck est indépendant de l'intervalle-période 
hoisi :leur évaluation ne dépend que de f . Reprenons le 
al
ul de Ck(f). Il s'agit,voir le dernier membre de (2.4), de 
al
uler essentiellement ∫ a+T

a
eimwx

T
dx,ave
 m = l − k. Compte tenu de la T-périodi
ité de l'exponentielle puisque

eimωT = 1 si ω = 2π/T , on a
∫ a+T

a

eimωx

T
dx =

{

1
T

eimωx

imω
|a+T
a = 0 si m 6= 0

1 si m = 0
. (2.7)Finalement il ne reste dans la somme représentant la série de Fourier de fque le terme en l = k (
'est-à-dire le terme en m = 0) tous les autres termesétant nuls. Par la formule (2.4) on a don
 Ck(f) = ck.



2 SÉRIES DE FOURIER 5Remarque 2.3. Soit f est une fon
tion périodique �pure� du type f(x) =
ceiωx, mais non identi�ée 
omme telle. On 
her
he naïvement son dévelop-pement en série de Fourier. Le 
al
ul élémentaire pré
édent montre que leseul terme non nul de la série sera c1. Ce qui identi�e évidemment la fon
-tion f par c1e

iωx. Les fon
tions périodiques sont ainsi heureusement ( !) bienidenti�ées par leurs séries de Fourier !Ainsi si la fon
tion f est 
ontinue et si 
ette fon
tion possède un déve-loppement de Fourier uniformément 
onvergent alors 
e développement estentièrement 
onnu ave

ck = Ck(f) =

∫ a+T

a

f(x)e−ikωx

T
dx. (2.8)Les quantités ck sont toujours dé�nies, même si f n'est pas 
ontinue,pourvu que f soit lo
alement sommable (
'est-à-dire sommable sur tout in-tervalle �ni ou, en raison de sa périodi
ité, sommable sur tout intervalle-période).Les ck sont les 
oe�
ients de Fourier de f . Ils ne varient pas si l'onmodi�e f sur un ensemble de mesure nulle (par
e que l'on travaille ave
l'intégrale de Lebesgue). On peut don
 supposer f dé�nie seulement presquepartout (i.e. partout sauf sur un ensemble de mesure nulle).On peut donner les 
oe�
ients dans le 
as d'un développement de Fourieren série de 
osinus et de sinus. Tenu 
ompte de (2.3) et (2.8), on a les formulessuivantes

a0 = c0 =

∫ a+T

a

f(x)

T
dx.et, pour k > 0

ak = ck + c−k = 2
∫ a+T

a

f(x) cos(kωx)
T

dx

bk = i(ck − c−k) = 2
∫ a+T

a

f(x) sin(kωx)
T

dx
(2.9)Remarque 2.4. Si f est paire (f(x) = f(−x)) ou impaire (f(−x) =

−f(−x)) on a avantage à utiliser les formules trigonomètriques. En ef-fet, en intégrant sur l'intervalle symétrique par rapport à l'origine (−T
2 , T

2 )(l'intervalle-période pré
édent ave
 a = −T
2 ), si f est paire alors bk = 0 pourtout k > 0 
ar la fon
tion f(x) sin(kωx) est impaire ; don
 dans le 
as où fest paire seuls les 
oe�
ients a0 et ak pour k > 0 sont non nuls.Dans le 
as où f est impaire, toujours en travaillant dans le même in-tervalle, on 
onstate que ak = 0 pour k ≥ 0.Dans les deux 
as on a deux fois moins d'intégrales à 
al
uler.Remarque 2.5. i) Les 
oe�
ients de Fourier font intervenir les valeursde f sur tout intervalle-période 
ontrairement aux 
oe�
ients du déve-loppement du Taylor qui ne font intervenir que les valeurs de f (et deses dérivées) au voisinage du point où l'on e�e
tue le développement.



2 SÉRIES DE FOURIER 6ii) Soit une fon
tion f donnée sur un intervalle (a, b). On appelle dé-veloppement de Fourier de f dans l'intervalle (a, b), le développementde Fourier de la fon
tion périodique f̃ , de période T = b − a, 
oïn
i-dant ave
 f sur l'intervalle (a, b). Observons que si f(a) 6= f(b) et si
f est 
ontinue en a et b (à droite en a, à gau
he en b), alors f estné
essairement dis
ontinue en a et b.iii) Remarquons en�n que l'on a toujours les majorations

|ck| ≤

∫ a+T

a

|f(x)|

T
dx =

1

T
‖f‖1 ≤ sup |f(x)|.2.3 Convergen
e des séries de Fourier au sens des fon
tionsIl existe une théorie de la 
onvergen
e de 
es séries en théorie des distri-butions, 
'est tout à fait hors sujet. Même pour les fon
tions, les résultatsne sont pas triviaux. Nous allons seulement pré
iser quelques di�
ultés etmentionner, sans démonstration, un résultat de 
onvergen
e.La question essentielle est la suivante : Une fon
tion f est-elle égale à lasomme d'une série trigonomètrique ? L'examen des fon
tions∑∞

k=−∞ cke
ikωxet sum∞

k=0 (ak cos(kωx) + bk sin(kω)) donne aisément, 
omme nous l'avonsvu, la forme des 
oe�
ients de 
es séries, 
e sont les 
oe�
ients de Fourier.Mais pouvoir les 
al
uler, pour une fon
tion f donnée, ne signi�e pas que quela série (ainsi obtenue) 
onverge vers f et, si oui, en quel sens ? Par exemplesi l'on suppose seulement que f est lo
alement sommable, on peut évidem-ment 
al
uler les ck mais il n'y a pas lieu d'espérer que la série de Fourier
∑∞

k=−∞ cke
ikωx 
onverge en tout point vers f(x) puisqu'une modi�
ation de

f sur un ensemble de mesure nulle ne 
hange pas les 
oe�
ients de Fourier.Tout au plus peut-on s'attendre à une 
onvergen
e presque partout (
'est-à-dire pour presque toutes les valeurs de x) ou en moyenne (
'est-à-dire dansl'espa
e des 
lasses de fon
tions f intégrables sur l'intervalle (a, a + T )). Enfait il n'en est rien. Supposons une hypothèse plus forte, à savoir f 
ontinue.Alors on serait �en droit� d'espérer une 
onvergen
e en tout point, mais iln'en est en
ore rien ; il existe des fon
tions 
ontinues (évidemment les cksont 
al
ulables) qui ne sont pas sommes de leur série de Fourier. Donnons
ependant (sans démonstration) un résultat de 
onvergen
eThéorème 2.1. Si la fon
tion f est deux fois 
ontinûment dérivable (de
lasse C2 
omme on dit), sa série de Fourier 
onverge absolument et unifor-mément vers f .Exemple On a le développement en série de Fourier suivant
x2 =

4π2

3
+

∞
∑

n=1

4

n2
cos(nx) −

∞
∑

n=1

4π

n
sin(nx), sur ]0, 2π[. (2.10)



3 TRANSFORMATION DE FOURIER 7La fon
tion x2 est évidemment de 
lasse C2 (elle est même in�nimentrégulière) et don
 l'égalité dans (2.10) est li
ite. Observons aussi que la fon
-tion x2 n'a rien de périodique et il est don
 indispensable de noter que (2.10)n'est vraie que sur l'intervalle ]0, 2π[ (
'est en fait le développement en sériede Fourier de la fon
tion x2 �périodi
isée� de période 2π, voir l'item ii) dela remarque 2.5).Ce n'est pas le seul théorème de 
onvergen
e possible, par exemple ilexiste un théorème de 
onvergen
e en moyenne quadratique qui a�rme que si
f ∈ L2(T ) (L2(T ) est l'espa
e des fon
tions de 
arré sommable sur l'intervalle
(a, a + T )) alors la série de ses 
oe�
ients de Fourier ck(f) 
orrespondantsest de 
arré sommable et

∞
∑

k=−∞

|ck(f)|2 =

∫ a+T

a

|f(x)|2dx, (2.11)qui est l'égalité de Bessel-Parseval.De plus on a la 
onvergen
e en moyenne quadratique de la série de Fouriervers f qui s'exprime par :
lim

M→∞
N→∞

∫ a+T

a

∣

∣

∣

∣

∣

(

+N
∑

k=−M

ck(f)eikωx

)

− f(x)

∣

∣

∣

∣

∣

2
dx

T
= 0. (2.12)3 Transformation de Fourier3.1 Introdu
tionEsssentiellement nous allons présenter la transformation de Fourier d'unevariable. Elle 
on
erne les fon
tions f non périodiques. Notons par fT (x) lafon
tion égale à f(x) sur l'intervalle (−T

2 , T
2 ) et prolongée en dehors de 
etintervalle de façon à être périodique de période T sur R. Pour T → ∞,

fT → f uniformément sur tout intervalle �ni. Comme fT est périodique depériode T , fT admet un développement en série de Fourier










fT (x) =
∑∞

n=−∞ cn,T eniωx, ω = 2π
Tavec

cn,T = 1
T

∫

T
2

−T
2

f(x)e−niωxdx

, (3.1)en 
hoisissant de 
al
uler les 
oe�
ients de Fourier cn,T sur l'intervalle (−T
2 , T

2 )où fT (x) = f(x).Le développement en série de Fourier est assez naturel, mais la transfor-mation de Fourier l'est un peu moins. Considérons un intervalle (λ, λ+∆λ).Les valeurs de n pour lesquelles pour lesquelles 2πλ ≤ nω ≤ 2π(λ+∆λ) sonten nombre 2π∆λ
ω

(ave
 une erreur inférieure ou égale à 2 si zéro, une ou lesdeux bornes de l'intervalle sont in
luses). Le paquet de termes 
orrespondant



3 TRANSFORMATION DE FOURIER 8
∑

2πλ≤nω≤2π(λ+∆λ) eniωx peut approximativement s'é
rire (en supposant que
ha
un des 2π∆λ
ω

termes de 
ette somme est peu di�érent du premier terme),
cλ2π∆λ

ω
cn,T e2iπλx ou, par dé�nition de ω, cλT∆λe2iπλx, ave


cλ =
1

T

∫ T
2

−T
2

f(x)e−2iπλxdx.Si C(λ) = Tcλ, le paquet de termes s'é
rit don











∑∞
n=−∞ cn,T eniωx ≈ C(λ)∆λe2iπλx,avec

C(λ) =
∫

T
2

−T
2

f(x)e−2iπλxdx.

(3.2)Pour T → ∞, on peut rempla
er ∫ T
2

−T
2

par ∫∞
−∞. par ailleurs la somme

∑∞
n=−∞ peut s'é
rire 
omme la somme de tous les paquets 
orrespondantsaux intervalles (0,∆λ), (∆λ, 2∆λ), · · · , (k∆λ, (k + 1)∆λ), · · · , (−∆λ, 0),

(−2∆λ,−∆λ), · · · , (−(k + 1)∆λ,−k∆λ), · · · , d'épaisseur ∆λ qui s'é
riventsous la forme (3.2). On arrive ainsi intuitivement à la formule (l'intégraleapparaissant 
omme une intégrale de Riemann de pas ∆λ de la fon
tion
C(λ)e2iπλx (voir (3.2)))

f(x) =

∫ ∞

−∞
C(λ)e2iπλxdx, (3.3)ave


C(λ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2iπλxdx. (3.4)La série de Fourier est rempla
ée par l'intégrale de Fourier (3.3), le 
oef-�
ient de Fourier asso
ié étant donné par (3.4).Cela n'a rien d'une démonstration, 
'est fait uniquement pour faire le lienentre la série de Fourier et la transformation de Fourier. Ainsi la dé�nitionde la transformée de Fourier pourra sembler plus �naturelle�.3.2 Dé�nition de la transformation de FourierLa fon
tion f étant une fon
tion à valeurs 
omplexes de la variable réelle

x, on appelle image de Fourier ou transformée de Fourier de f la fon
tion àvaleurs 
omplexes C(λ) de la variable réelle λ dé�nie par
C(λ) =

∫ ∞

−∞
e−2iπλxf(x)dx. (3.5)Notons qu'en parti
ulier C(0) =
∫∞
−∞ f(x)dx.On é
rit aussi



3 TRANSFORMATION DE FOURIER 9i) C = Ff , à savoir C(λ) = F(f(x)),ii) C = f̂ .Mentionnons qu'il existe une autre é
riture de la transformée de Fourier.Pour f ∈ L1, on pose pour ω réel, ω 6= 0 et h > 0

D(λ) =
1

h

∫ ∞

−∞
e−iωλxf(x)dx.On véri�e que D(λ) = 1

h
C( ω

2π
λ), C étant la transformée pré
édente.Dans le 
adre du traitement du signal le r�le de la variable x est souventjoué par la fréquen
e ξ.À 
�té de la transformation de Fourier F on dé�nit la transformation :

C1 = Ff ave
 C1(λ) =
∫∞
−∞ e2iπλxf(x)dx.A priori C1 n'a rien à voir ave
 C, 
'est la raison pour laquelle nousprenons la pré
aution d'é
rire plus haut l'expression �à 
�té�.Les appli
ations C = Ff et C1 = Ff de R dans C existent évidemmentsi f est sommable (f ∈ L1) et dans 
e 
as 
e sont des fon
tions 
ontinuesde λ. (La fon
tion e±2iπλxf(x) est 
ontinue en λ pour tout x �xé et elleest majorée par la fon
tion sommable (par hypothèse) |f(x)|, elle est don

ontinue d'après le théorème de la 
onvergen
e dominée de Lebesgue.) Deplus 
es fon
tions sont bornées 
ar

|C(λ)| ≤

∫ ∞

−∞
|f(x)|dx = ‖f‖L1 ,de même on a |C1(λ)| ≤ ‖f‖L1 .On démontre aussi (autre théorème dû à Lebesgue) que C(λ) → 0 pour

λ → ±∞.Remarque 3.1. (importante) F [cos(x)](λ) n'existe pas 
ar cos(x) n'est pas
L1. On ne peut don
 pas étudier les fon
tions périodiques par la transforma-tion de Fourier (TF). Alors pour pouvoir utiliser la TF il y a deux voies :1) Limiter les fon
tions périodiques à un intervalle borné [−A,A] en lesprenant nulles en-dehors. C'est-à-dire que l'on dé�nit la transforméede Fourier de la fon
tion tronquée à [-A, A℄ par :

∫ A

−A

e−2iπλxf(x)dx. (3.6)Notons que dans les appli
ations 
on
rètes un signal n'est jamais éter-nellement périodique.2) Généraliser la notion de fon
tion ave
 les distributions et dé�nir laTF des distributions.L'examen de la voie 2) ne sera pas évoqué, bien qu'un résultat de la TFdes distributions sera utilisé dans la se
tion suivante.



3 TRANSFORMATION DE FOURIER 10Remarque 3.2. À la formule (3.4) est asso
iée la formule (3.3), mais (3.3)n'a pas né
essairement un sens 
ar si f ∈ L1, C(λ) est bornée mais nonné
essairement sommable, de sorte que (3.3) n'aura pas de sens au sens
lassique des fon
tions. Mais 
omme fon
tion bornée C(λ) a un sens 
ommedistribution tempérée (pour les a�
ionados !) qui admet une image par Ff .On peut alors démontrer rigoureusement, dans le 
adre de la théorie desdistributions, la formule de ré
ipro
ité du paragraphe suivant.Dé�nissons maintenant une quantité 
lassique du traitement du signalDé�nition 3.1. La densité spe
trale de puissan
e (DSP) (ou Power Spe
tralDensity ou PSD en anglais) est le 
arré du module de la transformée deFourier. Ainsi, si f est un signal et f̂ sa transformée de Fourier, la densitéspe
trale de puissan
e est dé�nie par la fon
tion réelle positive ξ → Sf (ξ) =

|f̂(ξ)|2 = f̂(ξ)f̂(ξ).3.3 Formule de ré
ipro
ité entre F et FfSoit f une fon
tion sommable d'une variable. Par dé�nition on peut é
rire
F [C](x) =

∫∞
−∞ e2iπλxC(λ)dλ, soit
F [C](x) =

∫ ∞

−∞
e2iπλx

(
∫ ∞

−∞
f(ξ)e−2iπλξdξ

)

dλ.On peut intervertir les deux intégrales à 
ondition, théorème de Fubini,que l'intégrale double en (ξ, λ) soit sommable. Or 
e n'est jamais le 
as 
ar ona |e2iπλxf(ξ)e−2iπλξ| = |f(ξ)| et don
 puisque ∫∞
−∞ |f(ξ)|dξ est une 
onstante�nie bien déterminée,

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(ξ)dλdξ =

∫ ∞

−∞
dλ

(
∫ ∞

−∞
|f(ξ)dξ

)

= ∞.On ne peut don
 pas intervertir les deux signes de sommation. Maisfaisons-le formellement, il vient
F [C](x) =

∫ ∞

−∞
f(ξ)

(
∫ ∞

−∞
e−2iπλ(ξ−x)dλ

)

dξ. (3.7)Mais, par un résultat (fa
ile) de la TF des distributions, on a F [1] = δ où
δ est la distribution de Dira
. Cette dernière formule s'é
rit (in
orre
tement)
∫∞
−∞ e−2iπλxdλ = δ(x), et don
 (3.7) devient

F [C](x) =

∫ ∞

−∞
f(ξ)δ(ξ − x)dξ =

∫ ∞

−∞
f(ξ)δ(x − ξ)dξ = f(x).La dernière égalité provient du fait que la distribution δ est l'élémentneutre pour le produit de 
onvolution (δ ⋆ f = f).



3 TRANSFORMATION DE FOURIER 11On a don
 FF [f ] = f soit F = F−1, 
'est la formule de ré
ipro
ité.Dans le 
adre des fon
tions, 
e
i n'est pas une démonstration de la for-mule de ré
ipro
ité ; par exemple nous avons fait un usage non justi�é duthéorème de Fubini. On répète qu'une démonstration rigoureuse ne peut sefaire que dans le 
adre de la théorie des distributions.3.4 Formules fondamentales et majorationsSupposons f ∈ L1, f 
ontinue et dérivable ave
 f ′ ∈ L1. Intégrons parparties, pour λ 6= 0, l'intégrale ∫ A

−A
e−2iπλxf(x)dx. Il vient, si f est sommableen la variable ξ

∫ A

−A

e−2iπλxf(x)dx =

[

e−2iπλxf(x)

−2iπλ

]x=A

x=−A

−

∫ A

−A

e−2iπλx

−2iπλ
f ′(x)dx. (3.8)Faisons tendre A vers +∞. Le terme entre 
ro
hets tend vers zéro. Mon-trons en e�et que f(x) → 0 lorsque |x| → ∞ ; on a

f(x) − f(0) =

∫ x

0
f ′(t)dt.Comme f ′ est sommable par hypothèse, f(x) a bien une limite �nielorsque x → ±∞ à savoir

f(±∞) = f(0) +

∫ ±∞

0
f ′(t)dt;mais 
ette limite ne peut être 6= 0 sinon f ne serait pas sommable. Ce qui
on
lut.Dans (3.8), le terme intégral du se
ond membre a pour limite l'intégralepuisque f ′ est sommable. Au total, pour λ 6= 0 on a don


C(λ) = lim
A→∞

∫ A

−A

e−2iπλxf(x)dx =

∫ ∞

−∞

e−2iπλx

2iπλ
f ′(x)dx,ou en
ore

(2iπλ)C(λ) =

∫ ∞

−∞
e−2iπλxf ′(x)dx = Ff ′. (3.9)Remarquons que 
ette formule est en
ore valable, par 
ontinuité, pour

λ = 0 
ar les deux membres sont alors nuls : le premier par
e qu'il 
ontient
λ, le se
ond par
e qu'il vaut alors ∫∞

−∞ f ′(x)dx = f(∞) − f(−∞) = 0.on déduit de 
ette formule l'importante majoration suivante :
|2πλ||C(λ)| ≤

∫ ∞

−∞
|f ′(x)|dx = ‖f ′‖L1 .



3 TRANSFORMATION DE FOURIER 12Plus généralement, si f est m fois 
ontinûment di�érentiable et si lesdérivées d'ordre ≤ m sont sommables on a
(2iπλ)mC(λ) = Ff (m),et

|2πλ|m|C(λ)| ≤ ‖f (m)‖L1 . (3.10)On a naturellement les mêmes formules ave
 l'opérateur F à 
onditionde rempla
er 2iπλ par −2iπλ.Cher
hons maintenant si C(λ) est dérivable. Formellement on a :
C ′(λ) =

∫ ∞

−∞
(−2iπx)e−2iπλxf(x)dxsoit |C ′(λ)| ≤ ‖2πxf(x)‖L1 . Cette dérivation sous le signe intégral est légi-time si l'expression ainsi obtenue est une intégrale 
onvergente, uniformé-ment par rapport à λ lorsque λ par
ourt un intervalle �ni. C'est le 
as si lafon
tion xf(x) est sommable. On a alors

C ′(λ) = F [−2iπxf(x)].Plus généralement, si la fon
tion xmf(x) est aussi sommable, alors C(λ)est m fois 
ontinûment di�érentiable et l'on a :
C(m)(λ) = F [(−2iπx)mf(x)]soit
|C(m)(λ)| ≤ ‖(2πx)mf(x)‖L1 (3.11)En 
lair, plus f est dérivable (ave
 des dérivées sommables) plus C(λ) estdé
roissante à l'in�ni (
'est la tradu
tion de (3.10)) ; plus f est dé
roissanteà l'in�ni (
'est-à-dire dé
roît plus vite que toute puissan
e de x) plus C(λ)est dérivable ave
 des dérivées bornées (
'est la tradu
tion de (3.11)). Lesmêmes résultats sont valables pour F à 
ondition de rempla
er 2iπx par

−2iπx.Remarque 3.3. Il est don
 pertinent d'introduire maintenant l'espa
e S deL. S
hwartz, espa
e des fon
tions 
omplexes sur R, indé�niment di�éren-tiables, dé
roissantes, ainsi que 
ha
une de leurs dérivées, plus rapidementque toute puissan
e de 1
|x| quand |x| → ∞. Nous dé�nissons 
et espa
e 
aron le ren
ontre fréquemment dans des 
ours plus avan
és.Nous allons résumer les résultats pré
édents dans une proposition ;Proposition 3.1. Toute fon
tion f sommable admet une transformée deFourier F = C ave

C(λ) =

∫ ∞

−∞
e−2iπλxf(x)dx
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ontinue, bornée, tendant vers zéro pour |λ| → ∞, telle que
|C(λ)| ≤ ‖f‖L1 .Si f est m fois 
ontinûment di�érentiable et si les dérivées d'ordre ≤ msont sommables on a

F [f (m)] = (2iπλ)mC(λ)

|2πλ|m|C(λ)| ≤ ‖f (m)‖L1

(3.12)Si la fon
tion xmf(x) est aussi sommable, alors C(λ) est m fois 
onti-nûment di�érentiable et l'on a :
F [(−2iπx)mf(x)] = C(m)(λ)

|C(m)(λ)| ≤ ‖(2πx)mf(x)‖L1

(3.13)Soit toujours C(λ) = F [f(x)], une autre formule importante est donnéepar :
1

|k|
C(

λ

k
) = F [f(kx)], (3.14)pour k réel 6= 0. En e�et par le 
hangement de variable kx = ξ il vient

F [f(kx)] =

∫ ∞

−∞
e−2iπλxf(kx)dx =

∫ ∞

−∞
e−2iπλ ξ

k f(ξ)
dξ

|k|
=

1

|k|
C(

λ

k
).On a en parti
ulier C(−λ) = F [f(−x)] et, par suite, si f est f est paireou impaire, il en est de même pour C.Le 
al
ul de la transformée de Fourier d'une fon
tion f fait souvent appelà la théorie des fon
tions analytiques d'une variable 
omplexe. Par exemple,
'est le 
as pour f(x) = e−πx2 ; on démontre que F [e−πx2

](λ) = e−πλ2 . Parla formule (3.14) on en déduit que
F [e−kx2

](λ) =

√

π

k
e−

π2

k
λ2

.Donnons un exemple de 
al
ul où la théorie de la variable 
omplexe n'estpas né
essaire.Exemple de 
al
ul d'une transformée de Fourier. Soit
f(x) =

{

1 pour |x| ≤ A
0 pour |x| > A

, (3.15)On re
onnait une fon
tion �
réneau� 
entrée à l'origine. Sa transformée deFourier est
C(λ) =

∫ A

−A

e−2iπλxdx =

∫ A

−A

(cos(2πλx) − i sin((2πλx))dx.



3 TRANSFORMATION DE FOURIER 14L'intégrale du sinus est nulle (intégration d'une fon
tion impaire surun intervalle symétrique). Par raison de parité on a ∫ A

−A
cos(2πλx)dx =

2
∫ A

0 cos(2πλx)dx = sin 2πλA
πλ

. On a don

C(λ) =

sin 2πλA

πλ
.Observons que bien que f ne soit pas 
ontinûment di�érentiable (dis
on-tinuitées de la dérivée en x = A et x = −A) ni même 
ontinue (mais elle estsommable !) la fon
tion |λC(λ)| est bornée : les 
onditions de la proposition(3.1) sont �seulement� su�santes. Mais, par ailleurs, la fon
tion |λ2C(λ)|n'est pas bornée .3.5 Convolution et transformée de FourierRappelons la 
onvolution de deux fon
tions f et g, elle est dé�nie par :

(f ⋆ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x − t)g(t)dt.Cet opérateur est essentiel dans le traitement du signal. En fait, dans
ette dis
ipline, on dé�nit la fon
tion d'auto
orrelation temporelle d'un signal

f à temps 
ontinu, pour tout τ ∈ R, par
Rf (τ) =

∫ ∞

−∞
f(x)f(x − τ)dx. (3.16)où f̄ est le 
omplexe 
onjugué de f . En introduisant la notation f s(x) =

f(−x), on véri�e que Rf (τ) = (f ⋆ f s)(τ).Soient f et g deux fon
tions sommables alors la fon
tion h dé�nie par
h(x) = (f ⋆ g)(x) =

∫∞
−∞ f(x− t)g(t)dt est dé�nie pour presque tout x et, enutilisant Fubini

‖h‖L1 =

∫ ∞

−∞
|(f⋆g)(x)|dx =

∫ ∞

−∞
|g(t)|

(
∫ ∞

−∞
|f(x − t)|dx

)

dt ≤ ‖f‖L1‖g‖L1 ,don
 si f, g ∈ L1, f ⋆ g ∈ L1.Comme f ⋆ g est sommable on peut dé�nir sa transformée de Fourier,soit
F [(f ⋆ g)(x)](λ) =

∫ ∞

−∞
(f ⋆ g)(x)e−2iπλxdx, (3.17)ou en
ore

F [(f ⋆ g)(x)](λ) =

∫ ∞

−∞

(
∫ ∞

−∞
f(x − t)g(t)dt

)

e−2iπλxdx. (3.18)



3 TRANSFORMATION DE FOURIER 15Par une astu
e d'é
riture évidente on peut é
rire
F [(f ⋆ g)(x)](λ) =

∫ ∞

−∞

(
∫ ∞

−∞
f(x − t)g(t)dt

)

e−2iπλ(x−t)e−2iπλtdx, (3.19)et, par Fubini
F [(f ⋆ g)(x)](λ) =

∫ ∞

−∞
f(x − t)e−2iπλ(x−t)dx

(
∫ ∞

−∞
g(t)e−2iπλtdt

) (3.20)ou en
ore
F [(f ⋆ g)](λ) = F [f ](λ)F [g](λ). (3.21)La transformée de Fourier du produit de 
onvolution de deux fon
tionssommables est le produit des transformées de Fourier. On peut alors exhiberune relation entre la transformée de Fourier de la fon
tion d'auto
orrelation(3.16) et la densité spe
trale de puissan
e Sf (appelée en
ore spe
tre dusignal) de la dé�nition 3.1. En e�et, d'après (3.21), en reprenant la notation

f s du début du paragraphe, on a :
F [Rf ](λ) = F [f ](λ) · F [f s](λ) = F [f ](λ) · F [f ](λ) = Sf (λ). (3.22)Il su�t pour s'en 
onvain
re de véri�er que

F [f s](λ) =

∫ ∞

−∞
f s(x)e−2iπλxdx =

∫ ∞

−∞
f̄(−x)e−2iπλxdxsoit

F [f s](λ) = −

∫ −∞

+∞
f̄(x)e2iπλxdx =

∫ ∞

−∞
f(x)e−2iπλxdx.D'où �nalement

F [f s](λ) = F [f ](λ).Ce qui démontre la relation (3.22).La relation (3.22) s'énon
e ainsi : le spe
tre d'un signal est la transforméede Fourier du signal auto
orrelé.On peut aussi se poser le problème suivant (d'un 
ertain point de vuesymétrique du premier) : étant donné un produit de fon
tions, quelle est satransformée de Fourier ? Soit y(t) = f(t)g(t), et sa transformée de Fourier
F [y](ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)g(t)e−2iπωtdt. (3.23)Formellement (rappellons que l'opérateur F ne peut pas s'appliquer sur

F [f ] au sens 
lassique des fon
tions) on a FF [f ] = f , soit
f(t) =

∫ ∞

−∞
(F)(λ)e−2iπλtdλ.
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ette expression dans (3.23), il vient :
F [y](ω) =

∫ ∞

−∞
(Ff)(λ)

(
∫ ∞

−∞
g(t)e−2iπ(ω−λ)tdt

)

dλ,et, �nalement
F [y](ω) =

∫ ∞

−∞
F [f ](λ)F [g](ω − λ)dλ = (F [f ] ⋆ F [g])(ω). (3.24)La transformée de Fourier d'un produit de fon
tions est le produit de
onvolution des transformées de Fourier des fon
tions. �Last but not the least il existe une théorie de la transformée de Fou-rier dans L2 ave
 la formule remarquable de Plan
herel-Parseval, que nousmentionnons simplement pour attiser l'intérêt du le
teur.


