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F. Bretherton's "horrendogram” of Earth System Science

CONCEPTUAL MODEL of Earth System process operating on timescales of decades to centuries
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Rétroactions dans les systemes environnementaux

Tout intéragit avec tout, mais pas réciproquement.

Plus sérieusement, quelle forme prennent ces intéractions, indépendamment de la spécificité
des mécanismes, physiques, chimiques, biologiques ou socio-économiques en jeu ?

C’est ici gu’intervient la théorie des systemes dynamiques, pour nous guider dans notre
démarche de modélisation et d’analyse des modeéles, ainsi que des données.

Nous souhaitons formuler une théorie qui nous permettent de comprendre comment :
1. un systeme donné — climatique, écologique, économique ou couplé —, fonctionne ; et
2. comment ce fonctionnement va changer quand les parametres du systeme changent.

Nous devrons nous limiter ici a ce qui s’appelle la théorie élémentaire des bifurcations,

que nous illustrerons par son application a des modéles simples.

Ceci ne veut nullement dire qu’elle est limitée en soi a de telles applications : au contraire, des
théroremes mathématiques puissants démontrent que cette théorie peut s’appliquer
essentiellement a tous les types de modéles utilisés en climatologie, écologie ou économie.

Nous parlerons donc, par la suite, de deux types de bifurcations :
a) d’un état stationnaire unique a un autre ou a des états stationnaires multiples ; et
b) d’un état stationnaire unique a une solution périodique, dite cycle-limite.

Cela va bien plus loin, en montant , de branche en branche, un arbre de bifurcations successives,
mais nous ne pourrons en parler qu’en groupes de travail ou a la pause café ...



Modeéles de bilan énergétique (EBM) et
bifurcations de points fixes

Energy balance models (EBMs) et leur équilibres multiples
« La circulation générale et sa simplification

* Modeles en une dimension spatiale (1-D)

» Modéles moyennés globalement (0-D)

 Equilibres multiples, en 0-D et 1-D

« Comparaison avec des résultats de GCM

Point fixes et leur stabilité

« Stabilité linéaire

« Stabilité non linéaire et bassins d’attraction

» Bifurcation de col, en une ou plusieurs variables

* Principe variationnel, en une ou plusieurs variables
* Bistabilité et hystérésis

Autres examples de bistabilité
« Variabilité atmosphérique basse-fréquence
» Circulation océanique poussée par les vents



IMAGES SIMPLIFIEES
DE LA CIRCULATION MOYENNE

Circulation directe de Hadley

Rayonnement Rayonnement

solaire l | IR

fenétre

poéle

Equateur Pole

Image idéalisée de la circulation globale de I’atmosphére. *

Circulation observée

Schéma de la circulation générale de I'atmospheére. *

* D’aprés Ghil and Childress, Chap. 4



Modeles de bilan énergétique
(Energy-balance models, EBMs)

oT
C E — Ri — Ro + D
C — capacité calorifique locale
I — température de surface locale
R; — rayonnement solaire incident

R, — rayonnement terrestre vers |'espace

D — redistribution de la chaleur (“diffusion’)

Remarques :

1. une variable d’espace maximum (x)

2. C, R, R, et D doivent étre calculés
(“paramétres”) en fonction de T=T(x,{)

C(x)o,T (x,t)

3. Principale caractéristigue du modele

R, = Q(X){l_ &(X’T)}

avec « 'albédo local



Energy-balance models (EBMs)

Version O-D (moyennée sur le globe)

cdt =R -R,

dt B -
= Qll—a(T)|-oT *m(T)
T — température moyenne a la surface
t — temps (en milliers d’années)
Q — flux solaire incident a4

a — albédo 1

C — capacité calorifigue T’

o — constante de Stefan—Boltzmann

M — facteur d’effet de serre

Remarque: a est fonction de I'extension de la glace et de
la neige, de la nébulosite, etc. (variables implicites), tout
étant paramétré en fonction de la variable explicite T .



Solutions du modele

On veut écrire T sous la forme:
T:T(t; T,, Q, c, )

Solutions stationnaires :

Q{l-o(T)}-oT*=0

Ice

no ice

— v

“deep freeze” climat actuel

Que se passe-til si le soleil «clignote» et
T=T,+AT?
Il faut reprendre I'équation d’origine, qui déepend du temps.



1. Points fixes

Nous avons étudié les solutions des EBMs en 0-D :
T=1(T;u,c,o,..)

La forme générale du probleme scalaire s’écrit :

x=1(X; 1)

Stabilité — linéaire, 4 =1
- i
f(X,)=0 -

X=0= x= Xg — point fixe

<V

Perturbation initiale, t =0

X(0) = % +£(0)
X EXO+§. :é

=f(x, +&) =1(x,)+ f'(Xo)§+O(§2)

Stabilité linéaire (~ « perturbations infinitésimales »)

é:: f'(XO)éj, 1:l(xo) = A, §=ﬂ,§ 3)
() = e/ugo’ & =¢(0)



Si A < 0 = le point fixe (PF) est (linéairement) stable
SiA>0=1l PF est ; instable

Si A = 0 = Ia stabilité linéaire du PF est neutre

Quelques généralités sur les PFs

1
1) feC : f # 0 sur tout sous-intervalle : les PFs sont
isolés (propriété générique)
2) Les bassins d’attraction sont des intervalles ouverts

(éventuellement semi-infinis)

f

a2




Condition de stabilité

CoT =R —R, = 1(T)

R
R,=Q{l-o(T)} 4 R,
R,=A+BT R,

L
| |
onpose T =T, +0 T
npose I = 1. : >
J ?:\//\Tll\ T
f(T,)=0, i(T)

fF(T)=f(T)+f'(T)6+..

Soit A; = f’(Tj)/C
00=10=0=¢e"6,

Si Kj <0 stable
Si Kj >0 instable

Remarque: dans le cas 1-D, A; — k(jo); A ~1/c






Modele 1-D (EBM "classique")

(1)C(X)T, =R. —R, + D

T —température
X — coordonnée latitudinale, 0 < x <1

R, =Q(x){1-a} o4
=Q(x){1-b(x)+c,T} 0.85

Roch“{l—mtanh (CSTG)} 0_253_

T(x) — le climat observé

0= 0,5in ™ 0+ k (e,

Sin —
2

CB.:T,(0)=T,(1)=0
X =0 Pole (Nord)
X =1 Equateur

Questions: 1. Solutions stationnaires ("climats") ?
2. Stabilite ?

3. Perturbation & bifurcation ?

Q-uQ (n=1)






Diagramme de Bifurcation

EBM1-D:C(X)T, = {k(x,T)T,}, + uQ,L-a(x,T)}-g(T)oT"*
T, =0 at x=0,1

T(K) A
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2. Bifurcation de col
Comment change-t-elle la géométrie des solutions quand

H # U, , ¢c.a.d. comment changent le nombre et la stabilité des
solutions stationnaires ? Nous commencons par I'étude du cas

scalaire.
Le cas le plus simple : col ou point-limite

X=pu—X"=f(x; u
PFs: u—X2=O

X =%L (5)

X 4
stable ¥
} » MU
Stabilité des PFs : 1
\ ~ 1
Xlz\/_r X—1:_\/E \“o._
X(O)I X, +§(O) instable ‘

6&: ﬂ“ié’ ﬂ,i = f'(xﬂ) — —2Xi1

=F2\Ju ©)

Branche supérieure — (linéairement) stable

Branche inférieure — (linéairement) instable

Nous passons maintenant a I'étude de la stabilité non-linéaire,



4. Stabilité non-linéaire et principe variationnel

Pour approfondir nos connaissances sur la stabilité, il faut étudier
I'effet des perturbations plus importantes.

a) Principe variationnel en 0-D
X =f (x) V (x) — _jx f (f)df — pseudo-potentiel

— V(%) Vy
2 dV dx

dx dt

.". 'V va décroitre le long de la

trajectoire de 'EDO tant que > X

X20< V'#0

X =0 siV atteint un minimum, maximum ou col.

Evidemment, seulement V = min est stable — de facon non-linéaire.

Avec ce résultat, nous retournons a la bifurcation de col.

V

X=p1—X°,

V (X; 1) ==X+ X> 13+ c(u).




3. Bifurcations en n-D

Nous avons étudié le cas scalaire n = 1. De facon plus générale,
on aura :

)‘(’:F(X;p), f e C(R"xR)
avec XeR" et HEER

Le comportement est “presque” linéaire partout dans I'espace de
phase-parametre R XK, sauf dans le voisinage de quelques points
isolés (X.,lk.) : cest les points de bifurcation, ot la matrice
jacobienne L = (of; / 0x; ) est singuliére, c'est-a-dire detL =0.

Dans le cas n = 2, on peut réduire a la forme normale :
4 X
: 2 1‘
Xl — l'[—)(1 : ,
X, =—M,4>0.

Ce schéma explique d’ailleurs
I'appellation “bifurcation de col”.

Dans le cas général, la réduction donne :
S 2

X ==X

X' :_ﬂzixl,ﬂzi >O,i:2,.-.,n-



Sensibilité du climat a une variation de I'insolation
dans un Modéele de Circulation Générale (MCG, GCM)

“As stated in the Introduction, it is not, however, reasonable to conclude that
the present results are more reliable than the results from the one-dimensional
studies mentioned above simply because our model treats the effect of
transport explicitly rather than by parameterization.” *

“Nevertheless, it seems to be significant that both the one-dimensional and three-
dimensional models yiels qualitatively similar results in many respects.” *

Area-mean temperatures for various level of the model as well as a
mass-weighted mean temperature for the total model atmosphere for
each of the four cases. Vertical scale has been adjusted for each case
separately and superimposed upon the others. Units are in K. *

* D’aprés Wetherald and Manabe (1975), J. Atmos. Sci., 32, 2044-2059.



5. Bistabilité et hystérésis

L'association de deux bifurcations de col
peut créer un phénomene d’hysterésis (courbe en forme de S) :

stable I
X
S o instable M ]
-~ - o -
1 -~

stable
; 2 . . N
X = Hu — X :labifurcation en haut a gauche

X = (,U — 1) 4+ (x 4+ L) 2 - |a bifurcation en bas a droite
2



Distance to “tipping points”?

Slightly modified 0-D EBM (zaliapin & Ghil, NPG, 2010)

T =pQo (1 —a(T)oT* 1L —m tanh ((T/T))°")]

1 — tanh [x (T — T¢)]
5 .

a(T;k) =c1 + co

T is the ice-margin temperature,
while £ is an extra “Budyko-vs.-Sellers” parameter

2501
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g €
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Double-well potential in 2-D

1-D EBM of Budyko-Sellers-North, cf. Held & Suarez (Tellus, 1974); North et al. (JAS, 1979).

Taking x = sin(latitude) and k(x,717) = ko,
we get the semi-linear parabolic PDE

CTy = [ko(1 — 22)Twlw + Q(2)[1 — x(T)] — I(T)

which yields the variational principle:

F{T(2)} — /{[%ko(l _ 22)T2 — Q(a) A(T) + R(T)}dx , where

A T
A(T) — / (1 — a(T)]dT , and R(T) I(T)aT.
] 1 1 | 11
10 -
08 +— — 2 Mode
-005}
o6
-
Xe g
0.4 L— ’.r
02
-0.15 /
© 1 ;g 1 L :30\ n\l 1 L N }44
L R
0.96 098 1.00 102 104 0.25 0.35 04 0.55 065 075 085

Q/Qo I,/Q



1)

2)

3)

4)

5)

Conclusions sur les EBMs (0-D et 1-D)

Des solutions stationnaires multiples existent
pour insolation constante : « le climat actuel » +
« le climat congelé » ("deep freeze") ; encore
d’autres ?

Deux (ou plusieurs) de ces équilibres sont
stables aux perturbations internes.

Toutes les solutions stationnaires dépendent de
facon continue du parametre d’insolation
u=Q/Q,; les branches de solution se

raccordent I'une a l'autre a certaines valeurs
critiques de u =¥ bifurcation(s) de col.

Les EBMs sont utiles dans I'étude (qualitative et
guantitative) de la sensibilité climatique aux
variations du bilan énergétigue (solaire ou
atmospheérique : changements orbitaux, CO,,
aerosols).

Les effets de retard ou les perturbations
stochastiques peuvent produire des
comportements intéressants de non-équilibre =
oscillations regulieres ou irrégulieres.



Transitions Between Blocked and Zonal Flows
in a Rotating Annulus with Topography

Eric R. Weeks, Yudong Tian, J. S. Urbach,* Kayo lde,
Harry L. Swinney, T Michael Ghil

The mid-latitude atmosphere is dominated by westerly, nearly zonal flow.
Occasionally, this flow is deflected poleward by blocking anticyclones that persist
for 10 days or longer. Experiments in a rotating annulus used radial pumping to
generate a zonal jet under the action of the Coriolis force. In the presence of two
symmetric ridges at the bottom of the annulus, the resulting flows were nearly
zonal at high forcing or blocked at low forcing. Intermittent switching between
blocked and zonal patterns occurs because of the jet’s interaction with the
topography. These results shed further light on previous atmospheric
observations and numerical simulations.

Zonal Flow Blocked Flow
13-22 Dec. 1978 10—19 Jan. 1963

SCIENCE, Vol. 278, 28 Nov. 1997, www .sciencemag.org



a) Bifurcation diagram
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An example of bifurcations and hierarchical
modeling: The oceans’ wind-driven circulation

JO'NE

J. Apel (1987), Principles of Ocean Physics



Global bifurcations in
“intermediate” models



Conclusions sur les bifurcations de points fixes

1. Les équilibres multiples sont présents dans beaucoup de problémes non linéaires, climatiques
et autres.

2. Les bifurcations d’états stationnaires — de col, fourche et autres —, nous permettent d’expliquer
le rGle des divers mécanismes non linéaires dans des comportements bistables, y compris ceux
de hystérésis.

3. La multiplicité d’états stationnaires n’est que la forme la plus simple des comportements non
linéaires, suivie par la présence de comportements périodiques, multi-périodiques, chaotiques
et turbulents.

4. A suivre ...
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Modeles de bilan énergétique (EBM) :
Budyko, Sellers et Held-Suarez-North

2e colonne : Budyko (1968, 1969) ; 3e colonne : Sellers (1969)
encadré en rouge : version “mixte”

(Held & Suarez, 1974; North, 1975a, b)



Réponse du systéme climatique
en quasi-équilibre

Oscillations:
Amplitude = 0,1°C pour 0,1%
Phase = 1—10 milliers d’années
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